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BUT ET MARCHE DE CET OUVRAGE. 



Les transcendantes elliptiques de première espèce, 
et leurs fonctions inverses, se présentent maintenant 
dans toutes les recherches analytiques ayant pour but 
d'étendre le champ des mathématiques appliquées. 
Leur étude ne peut donc tarder à s'introduire dans 
l'enseignement classique. Le Cours actuel a pour objet 
principal d'indiquer comment il conviendrait de diri- 
ger cette étude, 

La théorie dont il s'agit, inaugurée par des formules 
dues à Euler, n'avait fait que des progrès lents et pé- 
nibles pendant un demi-siècle, lorsque Abel reconnut 
la double périodicité des fonctions inverses, et réso- 
lut généralement le problème de la multiplication 
des transcendantes. Presque immédiatement, Jacobi 
trouva la solution générale du problème de leur trans- 
formation. Ainsi s'est élevée la branche d'analyse qui 
est aujourd'hui considérée comme étant la plus fé- 
conde ou la plus riche d'avenir. 

Peu d'années après ces deux grandes découvertes, 
ayant introduit la considération des surfaces iso- 
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thermes dans la théorie analytique de la chaleur, et 
voulant traiter l'ellipsoïde à trois axes inégaux, j'ai 
rencontré le système des coordonnées elliptiques, 
fdrmé par trois familles de surfaces isothermes du 
second ordre, homofocales et orthogonales. Or, dans 
ce système, les trois variétés des transcendantes ellip- 
tiques de première espèce expriment respectivement 
la température sur les trois familles considérées isolé- 
ment, et les fonctions inverses des transcendantes 
sont les axes mêmes de ces surfaces. De plus, les 
nouvelles coordonnées m'ont conduit à un nouveau 
genre de développement en série d'une fonction don- 
née ; et les termes de la série sont les produits de po- 
lynômes, entiers et rationnels, de tous les degrés, for- 
més par les fonctions inverses ou par les axes des 
surfaces conjuguées. 

Cette application, qui a suivi de si près les décou- 
vertes théoriques, donne la définition la plus simple 
et la plus naturelle des transcendantes elliptiques de 
première espèce et de leurs fonctions inverses. Prise 
pour point de départ, et comme cadre d'étude, elle 
éclaircit singulièrement la théorie des nouvelles trans- 
cendantes, et même celle des anciennes. Elle conduit, 
sans difficulté et sans lacune, aux problèmes résolus 
par Euler, Abel, Jacobi, et ramène à l'unité les for- 
mules multiples de chaque solution. Enfin elle régu- 
larise l'emploi des coordonnées elliptiques, source 
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d'un grand nombre de recherches importantes, et qui, 
substituées aux coordonnées sphériques habituelles, 
doivent généraliser et transformer avec avantage 
toutes les branches de la physique mathématique, à 
commencer par la mécanique céleste. 

Telle est la marche que j'ai adoptée. Quelques mots 
maintenant pour répondre à deux objections que Ton 
pourrait faire dès l'abord, l'une au titre de l'ouvrage, 

■ 

l'autre à son tlébut. 

Se proposer d'étudier exclusivement les fonctions 
inverses, n'est-ce pas négliger l'objet principal, pour 
ne s'occuper que d'un détail secondaire? L'illusion 
sera facilement détruite. La variable qu'exprime une 
intégrale transcendante est toujours, par sa nature 
propre, une quantité sans limites nécessaires, ou qui 
peut avoir toutes les valeurs comprises entre les deux 
infinis, négatif et positif : c'est, ou Tare de cercle 
dans les questions de géométrie, ou le temps dans lés 
problèmes de dynamique, ou la température sur une 
famille de surfaces isothermes; voilà essentiellement 
la variable indépendante. L'autre variable, celle qui 
entre sous le signe somme, est au contraire très-dé- 
pendante : elle a le plus souvent des limites finies in- 
franchissables, qu'elle atteint périodiquement; telle 
est la véritable fonction, celle dont il importe princi- 
palement d'étudier les propriétés. La transcendante 
elle-même n'a relativement qu'une importance secon- 
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claire : car la valeur numérique de la période, et plus 
généralement celle de l'intégrale entre des limites 
données, peuvent toujours s'obtenir approximative- 
ment à l'aide d'un développement ep série conver- 
gente. 

Autrement : La variable indépendante étant assi- 
gnée, dans une recherche analytique, d'après le ca- 
ractère qui vient d'être défini, s'il faut déterminer 
une fonction de cette variable dont on connaît seu- 
lement la première dérivée, il y a réellement deux cas 
à oonsidérer : celui où cette dérivée est donnée à 
l'aide de la vairiable indépendante, et celui où elle est 
exprimée à l'aide de la fonction. Jje premier cas se 
résout par la méthode des quadratures; le second 
exige l'emploi de la méthode d'étude des fonctions 
inverses. De là résultent deux branches distinctes du 
calcul intégral, l'une seule classiquement enseignée, 
l'autre, dont j'ai voulu rédiger le premier chapitre, et 
qui est la plus importante pour les applications. 

Partir d'une équation aux différences partielles, 
lorsqu'il s'agit d'étudier des fonctions d'une seule va- 
riable, n'est-ce pas aller à l'encontre des idées reçues 
sur l'ordre des matières qui composent le calcul infi- 
nitésimal? Cette objection pourrait être sérieuse en 
vue d'un cours d'analyse pure, mais en vue des ma- 
thématiques appliquées, la classification est toute dif- 
férente. Là les équations aux différences partielles se 
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présentent les premières, et ce n est qu'en procédant 
à leur intégration qu'on arrive aux équations diffé- 
rentielles ordinaires. Il existe d'ailleurs une analogie 
remarquable entre la méthode d'étude des fonctions 
inverses, et celle de l'intégration des équations aux 
différences partielles; la première rentre en quelque 
sorte dans la seconde; et, de plus, l'une et l'autre 
procèdent par vérification. 

Si, dans la suite de l'ouvrage, d'autres objections 
. peuvent naître, je pense que le texte et les réflexions 
qu'il contient suffiront pour les réfuter. (Cependant, 
à l'une d'elles la réponse manquerait, sans une addi- 
tion que j'indique ici à cause de son importance : il 
s'agit des tableaux (10) et (i i), pages 84 et 85, qui ne 
remplissent qu'imparfaitement leur objet, et qu'il faut 
modifier d'après la règle établie au commencement 
de l'appendice à la douzième leçon.) 

La notation que j'ai employée élant exigée par la 
définition d'où je suis parti, et par les applications 
qui terminent le Cours, il était essentiel de traduire, 
dans son langage, les découvertes d'Euler, d'Abel et 
de Jacobi . Je ne crois pas que cette traduction leur 
ait nui ; il me semble même qu'elle les a éclaircies et 
simplifiées, en permettant d'exprimer chacune d'elles 
par une seule formule. 

Les dénominations que j'ai introduites m'ont paru 
nécessaires, pour signaler des origines, rappeler des 
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propriétés caractéristiques, constater des analogies 
ou des différences. Il en est dont je me suis d'abord 
servi, comme résumant les propriétés reconnues par 
une première étude, et que j'ai dû abandonner ou 
rejeter, après une étude plus complète qui démontrait 
leur insuffisance. 

Ces mutations sont inséparables de la méthode 
d'exposition que j'ai préférée, et qui consiste à suivre 
autant que possible la marche de l'invention, à sup- 
poser que l'on cherche et trouve successivement 
toutes les parties qui doivent compléter la théorie 
qu'on développe. Si, dans un temps d'arrêt, on ré- 
sume par certains mots les propriétés déjà rencon- 
trées, ces mots cessent d'être exacts après de nou- 
velles excursions. C'est ce qui arrive, sur une plus 
grande échelle, pour toutes les sciences progressives, 
sans excepter les mathématiques : les dénominations 
les plus vraies à une époque, sont gênantes et fausses 
à une autre ; malheureusement, on ne peut pas tou- 
jours s'en débarrasser aussi facilement. 
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§1 

DÉFINITION DES SURFACES ISOTHERMES. 

Lorsqu'un corps solide est soumis à des sources constan- 
tes de chaleur et de froid, sa température, stationnaire en 
chaque point, peut différer d'un point à un autre. Cette 
température, que nous désignerons parV, est donc, en 
général , une fonction des coordonnées rectilignes et ortho- 
gonales .r, y, z. On démontre, en physique mathéma- 
tique, que la fonction V doit vérifier l'équation 



d'y d>\ d*V 

pour que le corps solide, supposé homogène, soit en 
équilibre de température. Cette fonction doit, en outre, 
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reproduire les températures fixes des différents points de la 
surface qui limite le corps. 

Pour simplifier, nous représenterons la somme des 
opérations différentielles 

(â\ d\ d\\ 



cW dy l Hz 1 ] 

que Ton fait subir à une fonction de (x, jr, *), par Je 
symbole A, , et nous écrirons ainsi l'équation (i) : 

A 2 V = o. 

Quand la fonction V =y(x, y, z) est connue, si Ton 
pose 

la) /(*, 7, z) = e, 

s étant une constante, eette équation représente une sur- 
face, lieu géométrique des points du solide qui ont tous la 
même température s , et qu'on peut appeler une sur/ace 
isotlierme. Si, dans l'équation (2), on attribue successive- 
ment à la constante s toutes les valeurs possibles, on aura 
une famille de surfaces isothermes. La constante e qui 
particularise chacune de ces surfaces et qui change d'une 
surface individuelle à une autre, est un paramètre de cette 
famille. Si l'équation (2) a été déduite de la fonction 
connue V, c'est-à-dire si e, considéré comme fonction de 
[x , y. z) , vérifie l'équation A 2 e = o, alors e est le para- 
mètre thermométrique de la famille de surfaces isothermes. 
Cette dénomination peut être étendue au produit de s par 
un facteur constant quelconque. 

PROBLÈME DJE L'ÉQUILIBRE DES TEMPÉRATURES. 
Problème. — Les deux parois d'une enveloppe solide 
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appartiennent à une même famille de surfaces isothermes 
dont on connaît le paramètre thermométrique e =f(X)y, z) -, 
la paroi intérieure qui correspond à e = e,-, est entretenue 
à une température fixe prise pour unité ; la paroi extérieure, 
au paramètre e = e, , est entretenue à la température fixe 
zéro. On demande quelle fonction V exprime la température 
d'un point quelconque de l'enveloppe. 

Solution. — Puisque s=f(x,y,z) est un paramètre 
thermométrique, on a identiquement A 2 e ==o, et, posant 
V = Àe4-B où À et B sont des constantes, il s'ensuit 
nécessairement A* V = o. L'état calorifique des parois 
s'exprimant par les deux équations 

A .£/ -+- B = i , As e + B = o , 
on en tire 

ce qui donne définitivement 



£, 



(3) V=— -< 

pour la fonction cherchée. 



$111. 
RECHERCHE DES SURFACES ISOTHERMES. 

La solution précédente, si simple et si générale, d'un 
des problèmes principaux de la théorie analytique de la 
chaleur, donne une importance réelle à la recherche des 
familles de surfaces isothermes et de leurs paramètres 
thermométri que s . 

Il existe un très-grand nombre de familles de surfaces 
pour lesquelles cette recherche n'offre aucune difficulté : 

a. 
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telles sont les suivantes : 

x 7 -4- y ' — 2« , =:fl î { Hyperboloïdes de révolution à une nappe , 

yz zx xy 

~~ * "*" 7T» ~* — ï" == s Surfaces gauches du second degré, 

x* — jr* z=a 7 €. . . . Cylindres hyperboliques équilatères, 
xy = aU Cylindres hyperboliques asymptotes, etc., 

qui donnent identiquement A s e = o , et qui sont consé- 
quemment isothermes , e étant précisément leur paramètre 
thermométrique. 

Mais le plus souvent, lorsqu'on se donne une famille de 
surfaces F (#, y, s, X) = o, elle n'est pas nécessaire- 
ment composée de surfaces isothermes : il faut pour cela 
que le paramètre X , considéré comme fonction des coor- 
données , vérifie une certaine équation aux différences 
partielles qu'il faut chercher } et si cette vérification a lieu , 
c'est-à-dire si la famille est composée de surfaces isothermes, 
son paramètre thcrmo métrique e est une certaine fonction 
du paramètre géométrique X, fonction qu'il importe de 
connaître. 

§ iv. 

CONDITION DE L'ISOTHERMIE. 

Si l'équation F (oc, y, s, X) = o représente une famille 
de surfaces isothermes, deux quelconques de ces surfaces 
peuvent servir de parois à une enveloppe solide \ et si ces deux 
parois sont en contact avec des sources constantes de chaleur, 
la température V et le paramètre géométrique X conserveront 
ensemble des valeurs constantes sur chaque surface indivi- 
duelle , et varieront ensemble d'une surface à une autre ; 
ces deux quantités seront donc dans une dépendance mu- 
tuelle. Ainsi V sera une fonction de X et ne variera qu'avec 
ce paramètre. 

D'après cela , u étant une quelconque des coordonnées 



SUR LES FONCTIONS INVERSES, ETC. 

(x^y, z,), on aura 

lui ~~ ~dîdû' du* ~ d\ du* "*" 1ÏJ \dû) ' 

et l'équation (i), qui doit être vérifiée, prendra la forme 

dV fd*\ <P\ dn \ 
~dï [ïw ""*" dp + ~dz>) 

l v^/(/>\ , td\y fd\\n 



(4) l d 



d'où Ton déduit 



d}\ d?\ dn 

dx* dy* dz* 



_ m. 

\dx) \dy) ^ \dz) \d\) 

or ici le second membre ne peut contenir d'autre variable 
que X, il doit donc en être de même du premier. Ainsi le 
paramètre géométrique X doit être tel , que le rapport 

[<& * dy** dz*) *' \\dxj + \dy) + \ dz) J 

soit une fonction de X seul} c'est-à-dire que ce rapport 
doit conserver la même valeur sur chaque surface de la 
famille proposée. Telle est la condition essentielle pour 
que cette famille soit composée de surfaces isothermes. 

§ V. 

DÉTERMINATION DU PARAMÈTRE THERMOMÉTRIQUE. 

La condition précédente étant remplie, le rapport trouvé 

peut toujours se mettre sous la forme — * <p étant une 

fonction de X, et 9' sa dérivée première. Par cette valeur. 



6 LEÇONS 

l'équation (4) devient 

d a 

d\ d« tPV * d\ 

lïT^-dv^ ' ou -dT- = °> 

et deux intégrations successives donnent 

^= A « v=a Jt +B; 

À et B étant deux constantes. Cette valeur définitive de V 

montre que l — = e est le paramètre thermométrique de 

la famille des surfaces proposées, et reconnues isothermes. 
Appliquons cette théorie et cette méthode à divers 
exemples. Pour simplifier Y écriture des calculs, u étant 
toujours une des coordonnées, je désignerai par S (d'un 
terme en u) la somme de trois expressions semblables, la 
première en x y la seconde en j r 9 la troisième en z. Avec 

cette notation, A t F et S ( -7-^ ) expriment la même chose; 

la condition de l'isothermie s'énonce en posant 

h du* f' 

= -, etc. 



S 



m 



§ VI. 

CYLINDRES PARABOLIQUES. 

Exemple I. — L'équation y* = 2 Ajr-l-i*, représente 
une famille de cylindres paraboliques homofocaux, l'axe 
des z étant la ligne focale. Par première différenciation^ 
on a 

(x -f- l) — -f- > = o, 
au: 

1 . d\ d\ 
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d'où l'on conclut successivement 

^> s (£)' =aX ' 

/VA\- dl _ 

\ du ) dx 

Par seconde ditîéren lia lion , il vient 
ce qui donne définitivement 

(*+A)S— =1. 

d'où 

S — 

du 2 I 






La condition de Tiso thermie est donc satisfaite. Posant 
— =-r»ou — rr— = o , ou -J— égal a une constante , qu on 

<p 2> ' d\ sj\ ' 

peut mettre sous la forme 2 sja, il vient 

r— /v>. 1 r dl /ï 

et, inversement, X = ae*} de telle sorte que l'équation de 
la famille, exprimée à l'aide de son paramètre thermomé- 
trique, sera 



S vii. 

SPHÈRES CONCENTRIQUES. 

Exemple II. — L'équation d'une famille de sphères 
concentriques est 

on en déduit le tableau suivant : 



et les sphères sont isothermes. Posant — = 7-1 ou *-=-= o, 
ou ;- égal à une constante, qu'on peut mettre sous la forme 
1 il s'ensuit 



■/7"/(-SH 



et, inversement, X= — Ainsi le paramètre thermométrique 

est en raison inverse du rayon , et l'équation de cette fa- 
mille est 
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§ VIII. 

CYLINDRES A BASE CIRCULAIRE. 

Exemple III. — L'équation x , -j-j- t = A* représente 
une famille de cylindres concentriques à base circulaire. 
On en déduit, en suivant la même marche que dans 

Fexemple précédent, et observant que — > -j-j- sont ici 

nuls , 

dl d\ </a 

A— = 07, A — = r, — = o. 
dx dx dz 

dn /dk\* ,</ j a fd\y d>\ 

du 1 1 



\du) 



A J 



et les cylindres sont isothermes. Posant - = -> ou ç = X, 

il vient 

f = I — et a = ae*. 

Les cylindres circulaires isothermes ont donc pour équa- 
tion 

x*-+- y*=z a*e 2 *. 

§ tx. 

PARABOLOIDES DE RÉVOLUTION. 

Exemple IF. — L'équation y % -\- z % = aix + X* re- 
présente une famille de paraboloïdes de révolution homo- 
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focaux. On déduit de cette équation (en suivant la même 
marche que daDS l'exemple I, et observant que -z-> -v-71 
ne sont plus nuls) , d'abord , par première diUerenlîalion , 

<•-<-»>£+»=.. 
(«->£—.. 

d'où l'on conclut successivement 



-*)S 1 



,/,<; 







*m 


d\ 


• 


is, pai 


seconde 


différen 


dation, 






d'I /rflV 






(* + 


1 77 + 
rfr 3 


(S)"- 


= 




(*4- 


' dt' ^ 


(£)"- 


= .i 


qui donne défi 


iti veinent 








(x + \ 


•S- 





les paraboloïdcs sont isothermes. Posant alors - = - 
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ou y = i, il vient, comme dans l'exemple précédent, 

— , et ). = ae e ; en sorte que la famille des parabo- 

loïdes de révolution, homofocaux et isothermes, a pour 
équation 

y*-{- z 2 z= ae % (ae e H- 7. x)> 

Scolie. — Dans le groupe des sphères concentriques , et 
des cylindres à base circulaire, le rayon des sphères s'ex- 
prime algébriquement en e , celui des cylindres par une 
fonction transcendante. Au contraire, dans le groupe 
des paraboloïdes de révolution et des cylindres paraboli- 
ques, le paramètre géométrique des cylindres est algé- 
brique en e , tandis que celui des paraboloïdes s'exprime par 
une fonction transcendante , qui est d'ailleurs la même 
que celle du premier groupe. Cette remarque n'est-elle 
que curieuse? Ne servirait-elle pas à caractériser l'analo- 
gie et la différence qui existent entre les deux courbes 
les plus simples , et en même temps les plus naturelles , le 
cercle et la parabole? 

Sx. 

CYLINDRES ELLIPTIQUES ET HYPERBOLIQUES. 

Exemple V. — L'équation — -+- — - — 7 = i représente 

une famille de cylindres homofocaux du second degré y 
elliptiques si A surpasse la constante c, hyperboliques si X 
est moindre que c. Désignant, pour simplifier, 

a? y 2 



l 



7 + (xw];P arH ' 



? 



r 



v ■ ( x>_ c >);P arG ' 
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on a , par première difierenliation , 

dx X 1 * dy X' — c* rfs ' 

d'où l'on conclut successivement 

\x<<ic (X 1 — c»}' rf// H 

«(£)"-. 

il vient , par seconde diflerentiation , 

1H ^ + H U)~ 41G (s) +<1 ?^ = 

ce qui donne , après sommation et réduction , 



•(sr 1 '-* 



et les surfaces sont isothermes. Posant- = . ■, il e( 

? X> — c' 

nécessaire de séparer les deux cas de J > c , et de i < c. 

Si X surpasse c, on aura 



.fyïi-. 



ation des cylindres elliptiques, home-focaux et 
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isothermes, est 



Si X est inférieur à c , on pourra prendre 

X = ccose, y^ 2 — V = csin«; 

et l'équation des cylindres hyperboliques , homofocaux et 
isothermes, sera 



.*' 






cos'e sin*e 

Dans* le premier cas, celui des cylindres elliptiques, il 
convient d'introduire une notation commode qui consiste à 
représenter 

" parE(e), par£( 6 ), 

E (e) est ce qu'on appelle le cosinus hyperbolique dee; 
£ (e) est le sinus hyperbolique de la même variable 5 ces 
deux fonctions sont liées l'une à l'autre par l'équation 

Avec cette notation, on écrit ainsi 

l'équation des cylindres elliptiques isothermes. 

S xi. 

MULTIPLICITÉ DES PARAMÈTRES GÉOMÉTRIQUES. 

Il importe de remarquer que, pour chacune des deux 
familles de surfaces appartenant à l'exemple actuel , il y a 
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réellement deux paramètres géométriques entre lesquels il 
existe une relation, car les deux axes de la base, dans 
chaque cylindre, sont également importants, et il n'y a 
aucune raison de préférer l'un d'eux. D'ailleurs le para- 
mètre thermométrique e s'exprime indifféremment par 
l'un ou par l'autre. En effet, au premier cas, posant 

\Jl* — c* = X', on aura 

d\ d\' 

V — V*=c\ \d\=zVdY OU - r = . , > 

ce qui donne simultanément 



r x d\ __ r 

J VV^^Jo 



A' 2 



3 



> = cE(i), V = c£(e). 

Au second cas , posant y/c* — X* = X', on aura 

• . . . d\ d\ 

V + X'^c' \d\ + V«fV=o. ou — , L__: — . ? 

yV — x a v^ — " 

ce qui donne à la fois 

À = ccoss, V = csine. 

Cette multiplicité des paramètres géométriques se présen- 
tera constamment dans les nouveaux exemples que nous 
traiterons. 

S xii- 

DÉFINITION DES FONCTIONS INVERSES. 

Dans toute recherche du paramètre thermométrique ,*il 
importe, comme nous l'avons fait aux exemples précédents, 
de disposer la constante amenée par l'intégration de <p, de 
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/d \ 
— = s soit un nombre , un simple rap- 
port, dont le degré géométrique soit zéro, afin que ce 
nombre puisse servir à exprimer une température. En 
outre, il convient d'égaler le paramètre géométrique, ou 
la ligne i, à une autre ligne constante (a ou c) , multipliée 
par une fonction de e, F (e) , qui ne soit elle-même qu'un 
rapport. De cette manière , l'homogénéité de l'équation , 
représentant la famille de surfaces qu'on étudie , ne sera 
pas troublée par l'introduction du paramètre thermo- 
métrique. 

— , X = c F (g) , est , en 

réalité, le but final des recherches actuelles. Lorsque 
l'intégrale e est transcendante, F (e) est ce qu'on appelle 
la fonction inverse rie la transcendante s. Cette dénomina- 
tion doit être généralisée. Si la famille de surfaces que l'on 
traite présente plusieurs paramètres géométriques conju- 
gués, X, X', X", ..., tous nécessaires pour la complète 
définition de chaque surface , il importe d'exprimer séparé- 
ment chacun d'eux à l'aide du paramètre thermométrique ; 
on a alors 

etF(e), «? (s), f (e) , . . . , sont autant.de fonctions inverses 
de la transcendante e. * 

Les relations qui existent entre ces fonctions inverses 
conjuguées , et qui facilitent singulièrement l'étude de leurs 
propriétés, permettraient de les exprimer toutes à l'aide 
d'une seule \ mais le plus souvent cette élimination fait 
disparaître toute symétrie, et complique les calculs en 
introduisant, par exemple, de nombreux radicaux dont les 
signes sont ambigus. D'ailleurs , dans toute étude spéciale, 
quand la géométrie attribue une égale importance à 



■ 
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plusieurs lignes, si, par un choix nécessairement arbi- 
traire, on remplace leur ensemble par une seule d'entre 
elles , on perd toujours en clarté , en précision , en richesse 
de déductions , plus qu'on ne peut gagner à cette simplifi- 
cation qui n'est réellement qu'apparente. 

Terminons cette première leçon par un rapprochement 
trop important pour être omis. Dans la théorie de l'attrac- 
tion des sphéroïdes, on appelle potentiel la fonction 

V = ^ — ? m étant la masse d'une particule pondérable, 

r la distance qui la sépare du point matériel qu'elle attire , 

et la somme y s'étendant à toutes les particules qui peuvent 

agir sur le même point. Lorsque cette fonction V est con- 
nue, les composantes (X, Y, Z), dirigées suivant les axes 
coordonnés, de la résultante des attractions exercées sur 
le point matériel de masse /x, sont respectivement égales à 

rjx — * f*7/-' ft -r- I • Ur on vernie aisément que le poten- 
tiel V satisfait toujours à l'équation (i), ou que l'on a 
A s V = o. De là résulte que les surfaces sur lesquelles la 
nouvelle fonction V conserve une même valeur numérique , 
et que l'on appelle surfaces de niveau, sont identiques 
avec les surfaces isothermes 5 le potentiel n'étant autre que 
le paramètre thermométrique multiplié par un facteur 
constant. Ainsi ce que nous dirons sur les «surfaces iso- 
thermes et les paramètres thermométriques sera applicable 
aux surfaces de niveau et aux potentiels; il n'y aura que 
les dénominations à changer. Mais , tout en indiquant cette 
généralisation, restreignons-nous désormais aux surfaces 
isothermes. 
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DEUXIÈME LEÇON. 



Exemple des surfaces homofocales du second ordre. — Cas des surfaces de 
révolution. — Ellipsoïdes planétaires. — Hyperboloïdes de révolution à 
une et à deux nappes. — Ellipsoïdes ovaires. — Fonctions inverses intro- 
duites. — Transcendantes rencontrées. 



§ XIII. 
SURFACES HOMOFOCALES DU SECOND ORDRE. 

Exemple VI. — Toutes les familles de surfaces du 
second ordre, concentriques et homofocales, sont repré- 
sentées par l'équation 

a? J y* z* 

la constante c surpasse i, et le rapport de ces deux lignes 
est quelconque. La lettre u désignant toujours une des 
coordonnées (Xjjr 9 z), on peut écrire l'équation précé- 
dente de cette manière : 



a* 



X* 



k étant zéro pour x, h pour y, c pour z; et posant, pour 
simplifier, 



u? „ _ tt 2 



on a successivement (en suivant la même marche que dans 
l'exemple V, et observant que — ? — * ne sont plus nuls 



dz dz* 
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par première différen dation, 

du V — X* 
d'où Ton conclul les deux relations 



u d\ G 



V . HS [du') "* *' "~ (* - vy du-u 

par seconde difléren dation, 

d*\ /d\\* , % „ /d\\* 

«5-.. + H (s)-* x, °(s) 

u d\ 1 

ce qui donne, après sommation et réduction, la valeur 

XHS — = rr r. -+■ - :» 



rf a » \*—b* V'— c J 



et enfin, le rapport 






Wi 



X' — b* >> — c * 



Toutes les surfaces comprises dans l'équation (1) sont donc 
isothermes, et Ton a 






équation qui conduit à des valeurs différentes de <j>, suivant 
que le paramètre géométrique X est compris entre o et 6, 
ou entre b et c, ou entre c et l'infini. 



SU* "LES FONCTIONS INVERSES, ETC. JO, 

§ XIV. 
CAS DES SURFACES DE RÉVOLUTION. 

Nous ne considérerons % dans cette leçon, que les deux 
rapports particuliers oet i, des constantes b et c \ c'est-à- 
dire le cas où b = o, et celui où b = c. 

Lorsque b = o, l'équation (i) devient 



Si X surpasse c, on a une famille d'ellipsoïdes de révolution, 
dans lesquels Taxe polaire est moindre que le diamètre de 
Téquateur, et que nous appellerons ellipsoïdes planétaires. 
Si A est inférieur à c, la même équation (3) représente 
une famille d'hyperboîoïdes de révolution à une nappe. 
D'après (a), pour ces deux familles , on a 

Lorsque b = c y l'équation (i) devient 



Si A est inférieur à c, on a une famille d'hyperboîoïdes de 
révolution à deux nappes. Si A surpasse c, la même équa- 
tion (5) représente une famille d'ellipsoïdes de révolution, 
dans lesquels Taxe polaire est plus grand que le diamètre 
de Péquateur, et que nous appellerons ellipsoïdes ovaires. 
D'après (2), pour ces deux familles, on a 

^ *'- 2 * 



Il s'agit de déterminer le paramètre thermométrique * , 
et les fonctions inverses, pour chacune des quatre familles 



2. 



ao nçons ■ 

de surfaces de révolution du second ordre, que nous venons 

de définir, 

S xv. 

ELLIPSOÏDES PLANÉTAIRES. 

Pour la famille d'ellipsoïdes planétaires, X surpasse c 
dans les équations (3) et (4)- Il convient de poser 
^ X* — c* = X'; X' est la demi-distance des pôles : c'est un 
paramètre géométrique conjugué à X, et au moins aussi 
important que celui-ci. On a 



L' équation (4) est satisfaite par la 
1 y 1 ).'— c' 



qui donne, pour le paramètre thermo métrique, 

/rfl _ r d ' k 
V J \ s/V — c"-' 

et, d'après la relation (7), on aura encore 

puisque X = v 'X" + c'. Ainsi le paramètre thermomé- 
trique s s'exprime , à l'aide de l'un ou de l'autre des deux 
paramètres géométriques conjugués X et X', de la manière 
vante : 
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Ces deux intégrales transcendantes sont vérifiées par les 
valeurs 

A rs 5 À = C 5 

cose cose 

. -, i sin e i r • * 

ce qui donne et 5 pour les fonctions inverses cor- 

1 coss coss x 

respondantes aux deux paramètres géométriques X et W. Il 

convient d'exprimer ces fonctions inverses par elles-mêmes, 

et non à l'aide d'autres fonctions ; on sait que l'une est la 

sécante et l'autre la tangente de la variable e \ on écrira 

donc 

(9) \ = c.séciy • V — c.tang s, 

et les ellipsoïdes planétaires isothermes auront pour équa- 
tion 

. . x 1 -J- r 2 z* 

(10) , / H - = c\ 



sec* s tang 2 s 
autrement : L'équation (4) admet aussi la valeur 



? = — 



qui conduit à la double expression 



« .. . .» x , 



( 8 to) e=z c § — _ =c I 

' J x ^X'-c» Jy V ' + cJ 

Ces deux intégrales transcendantes sont vérifiées par les 
valeurs 

c coss 

> = -: — 1 y = c - — ; 
sin e sm s 

les deux fonctions inverses sont l'une la cosécante , l'autre 
la cotangente y de la variable e ; on écrira donc 

(()fo) > = c.cosécg, >' = c.cot«; 
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et les ellipsoïdes planétaires isothermes seront aussi repré- 
sentés par l'équation 

[io bis) f 4- -— = <?'. 

cosec's cot* e 

On remarquera que les équations (10) et (10 bis) ont 
conservé la même forme que l'équation primitive (3) , 
forme essentielle et caractéristique des surfaces du second 
ordre. Cet avantage disparaît, si Ton exprime, et substi- 
tue, X et X' en cose et sine. D'après cela, la nécessité d'in- 
troduire les fonctions séce, tangz, coséce^ cote est aussi 
bien établie, et par les mêmes raisons, que celles d'expri- 
mer, par des fonctions spéciales E (e) , £(e), cose, sine, les 
paramètres géométriques des cylindres elliptiques et hyper- 
boliques dans l'exemple V. 

§ XVI. 
HYPERBOLOIDES DE RÉVOLUTION A UNE NAPPE. 

Pour la famille d'hyperboloïdes de révolution à une 
nappe, X est inférieur à c dans les équations (3) et (4). 

Posant ^c* — X*= V x on a 

v+v*= c\ \tn-hVdV= o, 

ou 

, , d\ dV 

(n) 



y^î — V yV — V» 

L'équation (4) est satisfaite par la valeur 

f = - , 

qui donne , pour le paramètre thermométrique, 

d\ 
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et, d'après la relation (i i) , ou aura encore 






puisque X = ^c* — X". Ainsi , on a la double expression 

(ia) t = C I — r- I —• 

K J J X ^yV-V Jo ^-V» 

Ces intégrales transcendantes sont vérifiées par les va- 
leurs 

E(«) E(.)' 

ce qui donne - — r et =~4 pour les deux fonctions inverses, 

^ E\s) E(s) r ' 

correspondantes aux deux paramètres géométriques X et ï!. 
Pour exprimer ces fonctions par elles-mêmes, et non à 
l'aide d'autres fonctions, les cosinus et sinus hyperboliques 
E (e ) , C ( e) , pouvant être désignés par les symboles H cos e, 

H sin e , nous représenterons — — r par H sec s , zA~ par 
H tang 6 *, nous écrirons donc 

(i3) X = c.Hséc«, y=r c.fl tange; 

et les hyperboloïdes de révolution à une nappe , homofb- 
caux et isothermes , auront pour équation celle-ci : 

/ A" ** "+ ? Z% - * 

{i ^ } Hséc'« Htang'e"*' 

qui esl analogue , et en quelque sorte parallèle , à la pre- 
mière forme (io) de l'équation des ellipsoïdes planétaires 
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HYPERBOLOIDES DE RÉVOLUTION A DEUX NAPPES. 

Pour la famille d'hyperboloïdes de révolution à deux 
nappes, X est inférieur à e, dans les équations (5) et (6). 
Posant <ij c* — X' = X', on arrive, comme au cas précédent , 
à la relation (n), qu'on p«ut écrire ainsi 

(..A«) û = - = 

L'équation (6) est satisfaite par la valeur 



«jui donne, pour le paramètre thermomé trique, 



-!"=<£-< 



et, d'après la relation (i i bis), c 



•£ 



puisque yc' — X ! = X'. Ainsi on a la double expression 

»H ' = </ 7TZv= c 7, rr~^ - 
Jo ç — * j y v Ve* ■+• y' 

Ces deux intégrales transcendantes, qui sont les mêmes 
qu'au cas précédent, sont vérifiées par les valeurs 

" " j) À=c.Rtangt, »' = e.Hsec«; 

hyperboloïdes de révolution à deux nappes, homofe- 
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eaux et isothermes, auront pour équation 



~* v»_i_ *a 



^ \ Htang'e H séc * s ~~ * ' 

On remarquera que les deux familles d'hyperboloïdes de 
révolution isothermes conduisent aux mêmes fonctions 
inverses. De là résulte qu'elles ont en quelque sorte la 
même équation, au signe près de la constante c*. Pour 
l'une et l'autre famille, à l'axe de la courbe méridienne, 
qui sert d'axe de révolution, correspond la fonction inverse 
H lange, à son conjugué la fonction H secs. 

§ XVIII. 
ELLIPSOÏDES ovaires. 

Enfin, pour la famille d'ellipsoïdes ovaires, \ surpasse c, 

dans les équations (5) et (6). Posant y 7 ^* — c*=zl f , on 
arrive, comme pour les ellipsoïdes planétaires, à la rela- 
tion (7)» L'équation (6) est satisfaite par la valeur 

,, = ___, 
qui donne, pour le paramètre thermométrique, 



J f Jx v — c ' 



et, d'après la relation (7), on a encore 






r 

8 = C 



puisque y 7 A* — c* = à'. Ainsi, on a la double expression 

(10) S = c I =c I - 

Jx ''-C' Jy VlpF+? 
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Ces intégrales transcendantes sont vérifiées par les va- 
leurs 



\ 



=4«. y=. 



£(«)' --£(.)' 



1J» / \ 

ce qui donne -rr-r et ttt— r> pour les deux fonctions inver- 

ses correspondantes aux deux paramètres géométriques 
X et X'; nous désignerons ces nouvelles fonctions spéciales 
par H cotange et H coséCe -, nous écrirons donc 

(17) \ = c.H cotange, V= c.Hnosécc; 

et les ellipsoïdes ovaires, homofocaux et isothermes, seront 
représentés par l'équation 



T 1 Y 7 

(,8) _ -+- /- r-r- = C. 



H cotang * t H coséc ' c 

qui est analogue, et en quelque sorte parallèle, à l'équa- 
tion (10 bis) des ellipsoïdes planétaires. 

Il est à remarquer qu'au point de vue de l'isothermie , 
ou par la nature des fonctions inverses qui leur correspon- 
dent, les ellipsoïdes ovaires diffèrent plus des ellipsoïdes 
planétaires que des deux familles d'hyperboloïdes de révo- 
lution , lesquelles se confondent en quelque sorte. 

§ XIX. 

FONCTIONS INVERSES INTRODUITES. 

En résumé, la nécessité d'introduire des fonctions spé- 
ciales pour exprimer les paramètres géométriques, ou pour 
désigner les fonctions inverses, qui correspondent aux 
familles de cylindres isothermes ayant pour bases -des el- 
lipses et des hyperboles, et aux familles de surfaces de 
révolution isothermes dont ces courbes sont les sections 
méridiennes, nous a successivement conduits aux fonctions 
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suivantes : i° pour les cylindres elliptiques, aux fonctions 
E (e) etC (e), ou Hcoss et H sine, lesquelles se présentant 
avant leurs homologues, doivent être appelées Vhypo- 
cosinus et Yhyposinus du paramètre thermométrique e ; 
a° pour les cylindres hyperboliques, aux fonctions sin e et 
cos e -, 3° pour les ellipsoïdes planétaires , aux fonctions 
sec e et tange, ou à celles-ci, cosécs et cotange; 4° pour 
les hyperboloïdes de révolution , à une nappe et à deux 
nappes, aux fonctions H séc£ et H tange, c'est-à-dire à 
Yhyposécante et à Yhypotangente de e$ 5° enfin, pour les 
ellipsoïdes ovaires, aux fonction* H «osée t et H cotange, 
-c'est-à-dire, à Y hypocosècante et à Y hypocotangente de e. 
Ce qui donne douze fonctions inverses ; six sans H, 
lesquelles ne sont autres que les six fonctions trigono- 
métriques, et six avec H, homologues des précédentes, 
parmi les fonctions dites -exponentielles. Et Ton doit 
remarquer que ces deux classes ne correspondent pas sépa- 
rément aux deux types : ellipse et hyperbole. Car, dans le 
groupe des cylindres, les fonctions inverses sont, exponen-^ 
tielles pour les cylindres elliptiques, trigonométriques pour 
les cylindres hyperboliques , tandis que dans le groupe des 
surfaces de révolution, les fonctions inverses sont, trigono- 
métriques pour les ellipsoïdes planétaires, exponentielles 
pour les hyperboloïdes , ainsi que pour les ellipsoïdes 
ovaires, qui semblent commencer une troisième période» 
analogue au premier partage. 

S xx. 

TRANSCENDANTES RENCONTRÉES. 

Si nous considérons maintenant la suite naturelle des 
exemples que nous avons traités, au point de vue des di- 
verses transcendantes, qui expriment le paramètre thermo- 
métrique e, à l'aide du paramètre géométrique XouX', nous 
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rencontrons : d'abord, dans le groupé des cylindres à base 
circulaire et des paraboloïdes de révolution , la transcen- 
dante logarithmique ; puis successivement , et sans aucune 
exception, toutes les transcendantes du calcul intégral ordi- 
naire, c'est-à-dire toutes celles qui s'intègrent, soit par 
logarithmes, soit par arcs de cercle, les seules qui fassent 
partie de l'enseignement classique. 

§ XXI. 

NÉCESSITÉ DE NOUVELLES FONCTIONS. 

Or les ellipsoïdes et les hyperboloïdes de révolution , qui 
correspondent aux valeurs extrêmes zéro et l'unité du 

rapport -> ne sont que des cas excessivement particuliers 

de l'exemple général que 'nous avons abordé au commen- 
cement de cette leçon. Il faut donc que les familles de sur- 
faces, représentées par l'équation (i) quand le rapport - 

n'est ni zéro , ni l'unité , et dont Fisothermie est constatée 
par la relation (a), conduisent à des transcendantes et à des 
fonctions inverses autres que les classiques, beaucoup plus 
générales, dont les précédentes ne seront que des cas parti- 
culiers , et qui réuniront à la fois toutes leurs propriétés. 
Introduire et étudier ces transcendantes et ces fonctions in- 
verses nouvelles, tel sera le but des leçons qui vont suivre. 
La théorie des surfaces isothermes assigne aux fonctions 
inverses l'importance principale 5 ce sont elles surtout qu'il 
s'agit de déterminer, et dont il faut définir les propriétés. 
Pour y parvenir, il existe une méthode à suivre, qu'il im- 
porte de connaître, et dont l'exposition fera l'objet spécial 
de la troisième leçon, laquelle comprendra, en outre, d'au- 
tres préparations préliminaires, propres à faciliter l'étude 
que nous avons en vue. 
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Les cinq familles de surfaces isothermes que nous ve- 
nons d'étudier, ont chacune deux paramètres géométriques 
J et W. Elles sont définies et caractérisées , d'une manière 
simple, par les tableaux suivants, dans lesquels u et u 

représentent les fonctions inverses, ou les rapports - et -• 

L — Cylindres elliptiques. 

— r du — r' du ' 

Jl V^" 2 — 1 «A> Si «" -h I 

u= = E(e)=Hcos6, 

2 v ' 

e * e — «• 

M ' = ~ £ ( 6 ) = Hsins. 

2 

IL — Cylindres hyperboliques. 

Ju V^I — «* Jo V 1 — «" 
/* = cose, «'=sine. 

III. — Ellipsoïdes planétaires. 

w = séce, a' = tangs, 

S ~"J„ u\l'û^~l~ Ju' "' 2 -Hi' 
a = coséc £, «' = cot s. 
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IV. — Hyperboloïdes ffo révolution, 

■ï— 1£! _ il = ± c \ ***-+- «'».= i, 



— f 1 du __ r _^l 



M = ËTT) ==HseC *' « = ^7) = H tang«. 
V. — Ellipsoïdes ovaires, 

-x H — =*% « 5 — w"=i, 

u 7 u* 

._/■"-*-_/•"_* 

« c= ; ; = H cote, i*' = <% / . = H coséc s. 

MO M 8 ) 

La seule inspection de ces tableaux conduit, sans peine, 
aux diverses conséquences énoncées dans les trois derniers 
paragraphes. 
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TROISIÈME LEÇON. 

Méthode d'étude des fonctions inverses. — Application aux fonctions in- 
verses des cylindres hyperboliques.— Périodicité. — JYocédé de transfor- 
mation. — • Application aux fonctions inverses des ellipsoïdes planétaires. 
— Introduction des imaginaires. 



§ XXII. 

DÉVELOPPEMENT D'UNE FONCTION INVERSE. 

» 

Le problème d'analyse , qu'il s'agit de résoudre généra- 
lement, consiste à déduire de l'intégrale directe s = I — * 

J 9 
qui est presque toujours une transcendante, les propriétés 

de la fonction inverse à (e), et s'il est possible, cette fonc- 
tion même. D'abord, on peut obtenir son développement 
en série, à l'aide du théorème de Maclaurin : car si X est 
le paramètre géométrique de la surface individuelle où t est 
pris égal à zéro, ç', <j/', y w ,..., désignant les dérivées succes- 
sives de la fonction <p de X, la différentiation donnera 

d\ dn , <fil „ 

et, "si l'on indique par le symbole (•>.)<>, ce que devient 
une fonction de X pour X = X > on aura 

). (i) = X,-f- ?..• + (?'¥), - 4- (<pV-WV)o — s -+- 

Mais ce développement en série, qui peut servir à calculer 
approximativement les valeurs de la fonction X (s), entre 
certaines limites de e , n'indique rien sur les propriétés de 
cette fonction. 
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§ XXIII. 
MÉTHODE D'ÉTUDE DUNE FONCTION INVERSE. 

Voici la méthode qui conduit le plus directement au but 
proposé. Soient a, (3, y, trois valeurs du paramètre thermo- 
métrique e, et x*y,z y les. valeurs correspondantes du 
paramètre géométrique X, bu de la fonction inverse; on 
aura 

tjr dy r e dz 



*=£*£)' *=kï& 7= X 



*(«) 



Si le troisième nombre y est la somme (a 4- (3) ou la diffé- 
rence (a — (3) des deux autres, z = ï (a ± (3) doit dépen- 
dre d'une certaine manière de a: et y, ou de X (a) et X (|3)$ 
c'est-à-dire qu'on doit avoir z == F (.r, y), et Ton se pro- 
pose de déterminer la fonction F. 

Le problème consiste à trouver le paramètre géomé- 
trique z d'une troisième surface où la température y est la 
somme ou la différence des températures a et j3, qui existent 
sur les deux premières surfaces de la même famille , dont 
les paramètres géométriques connus sont x et y . 

§ XXIV. 
CONDITIONS GÉNÉRALES. 

La fonction z = F (x,y) doit jouir de plusieurs proprié- 
tés qui peuvent conduire à sa connaissance : i° quand 
(3 = o, on ay=a; donc quand y = 1 , z doit se réduire 
à x\ 2° quand a = o, on a y = ± (3 -, donc quand x = X , 
s doit se réduire à ±: jp ; 3° si l'on prend le signe -j-, ou la 
somme y = a -h (3, 2 doit être symétrique en x et y. Si, à 
ces trois conditions, on en joint une quatrième, plus spé- 
ciale et particulière à la forme de y (X), on aura tout ce 
qu'il faut pour déterminer F (x,y). 
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Appliquons cette méthode à l'un des exemples que nous 
avons traités; remontons à son origine, et faisons abstrac- 
tion de toute connaissance antérieure, sur les transcen- 
dantes rencoutrées et sur leurs fonctions inverses. 

§ XXV. 

FONCTIONS INVERSES DES CYLINDRES HYPERBOLIQUES. 

Prenons la famille des cylindres hyperboliques homo- 
focaux, dont l'équation primitive est 

Par la substitution de c* — X* à X'*, et l'application de la 
méthode de recherche du paramètre thermométrique, on 

vérifie que cette famille est isotherme : on trouve — 



OU 



- y* P our ,e ra PP° rt S S? : S U/ ' ant f = 



on peut prendre <f = ^c* — X*, d'où 



— T — — f ; dl 




et comme la relation X*-h X" = c* donne X*/X -+- X'*/X'= o, 

ou , = , > on aura aussi 

* — I ' î 

J;' y/c— V 
on a donc la double transcendante 

Pour simplifier, posons X = cw, -X' = eu': u et u f setim 

3 
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précisément les deux fonctions inverses qu'il -s'agit d'étu- 
dier, et que nous désignerons, u par jl (s), et u' par Vl> (e). 
L'équation (i) deviendra 

(i iw) — S3 c', où tt*-f- tt' 1 = I , 

et la double transcendante sera 

Ira bit) . = f" dtt = f ' g 

Soit représentée par 17 la valeur de s correspondante A 
u = 1 , et conséquemmeut à «' = o, on aura l'intégrale dé- 
finie unique 

(3) i-fj^r 

Si l'on retranche , de cette valeur particulière , la valeur 
générale (2 bis), la différence pourra se mettre sous la 
double forme 

(4» ,-.= r 7 è==r- 

.•/• yi — "* •/» VI—»' 

§ XXVI. 

CONDITION SPÉCIALE. 

Toutes ces préparations faites, passons à l'application de * 
la méthode indiquée. Posant 

conditions générales , pouvant servir à détermi- 
iction F, et ci-dessus définies, nous joindrons 
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cette quatrième condition, particulière ou spéciale : 4° si , 
prenant le signe — , ou y = a — |3, on pose a=youi = i, 
(3 = e ouy = ii, on a y = q — e, et 1 équation (4) exige 
que 

Z =z u! =z y 7 i — u 7 =r. \/l — j 2 ; 

en un mot, pour x = i, z doit se réduire à y'i — y*. 

§ XXVII. 

APPLICATION DE LA MÉTHODE. 

La fonction la plus simple qui satisfasse aux quatre con- 
ditions réunies, est 



(5) U = * y 7 ! _ y>zt y V*I - *', 

qui donne 

(6) ' s/i — U' = y/i — xïsli— y'zç:xy 9 

comme on le vérifie aisément, en remarquant que la somme 
des carrés des valeurs (5) et (6) est 

et se réduit à l'unité. Or, la différentielle de U (5) est 

ou bien, par une transformation facile, 

ce qui donne, d'après (6), 

dV dx + c/r 

^ ï_u 5 v^^—*' — v 7 ' — r 2 ' 

3. 
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c'est-à-dire, en observant que II = o pour x = o et y = o, 
et intégrant 



i 



U cil] 



=:a±p = 7. 



I 

Donc U = 2, et les deux relations (5) et (6) donnent 



- | z — .xy/'i — j 2 ± J y 7 * — x % 

f )/ 1 — z l =z s/ i — .t 7 y i — jr' + xy. 

§ XXVIII. 

FORMULES ET PÉRIODICITÉ. 

Introduisant maintenant les symboles el»(e) pour u, 
iil> (e) pour //, les équations (7) s'écriront ainsi : 

Sachant, d'après (1 bis) et (3), que X (o) = o, ifi> (o) = i, 
et que X (q) = 1, i&(<7) = °? on formera aisément, par 
des substitutions successives faites dans les* formules (8), 
le tableau suivant : 

e =0, 7, 27, 3<7, 4*7r 

„l> = 0, I, O, — I, o, 

(9) ifb=i, o, — I, O, I, 

~l, ±B)=±Jt(p), ifi > (±p)=ilb(p), 

^ (9 ±p) = ifb(p), ifb(f=fcp) = =F-Mpv 

,1, ( 4-4.7) =1 ,1, (a), lfi>( a +4f) = ift>(a), 

où toutes les propriétés directes et réciproques des fonc- 
tions inverses Jk (e), tfi» (e) , se trouvent concentrées. On 
y voit, entre autres, que la fonction JV>(e) est impaire en 
e, c'est-à-dire qu'elle change de signe et s'annule avec sa 
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variable; que la fonction ift>(e) est paire, c'est-à-dire qu'elle 
conserve la même valeur quand sa variable change de signe; 
enfin que ces deux fonctions sont périodiques , la période 
étant \q, c'est-à-dire qu'elles reprennent la même valeur 
quand la variable augmente de 4<7« 

§ XXIX. 

DÉTERMINATION DE LA PÉRIODE. 

Une propriété connue de l'hyperbole conduit à la va- 
leur numérique de la période 4 <7- Construisons sur le plan 
des bases des cylindres une des hyperboles homofocales 
avec ses asymptotes, et, en outre, le cercle de rayon i dont 
le centre est à l'origine ; désignons par (ù l'arc de ce cercle 
compris entre son intersection avec l'axe des Y, et son 
point de rencontre avec l'une des asymptotes. On sait 
qu'en abaissant de ce dernier point une perpendiculaire 

sur la ligne des foyers, la longueur de cette perpendi- 

y 
culaire sera - ou z*', et la distance de son pied au centre 

sera - ou u. 
e 

Cela posé , si l'on passe à l'hyperbole infiniment voisûie 
de la première, l'arc w augmentera de do*., u de du, vl di- 
minuera de dil, et l'on conclura facilement, de la simili- 
tude (par perpendieularité) du triangle infinitésimal dont 
les côtés sont (^o), du 9 — du!) avec le triangle aux côtés 

(i,u',u), que 

du du' 

u' u 

Or la double transcendante (2 bis)^ différend ée , donne 

aussi 

du du' 

u' u ' 
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donc de = dtù % et, d'après la communauté d'origine, c = &>. 
Ainsi, on peut prendre pour paramètre thermométrique de 
la famille de cylindres hyperboliques homofocaux, Tare w 
qui vient d'être défini, ou désigner cet arc par e. 

D'après cette interprétation géométrique , l'extrémité 
mobile de l'arc a> ou e détermine une des asymptotes de 
l'hyperbole qui sert de base au cylindre dont le paramètre 
thermométrique est € ; or 7 quand e croit continuellement, et 
dans le même sens, l'extrémité mobile revient aux mêmes 
points à chaque révolution : donc , quand e augmente de 
2tt, l'asymptote, l'hyperbole, et les fonctions inverses, 
redeviennent les mêmes ► Ainsi, la période 4 <f »'est autre 
que 2 7T. 

§ XXX. 

AVANTAGES DE CET # TE APPLICATION. 

Cessant de faire abstraction de toute connaissance anté- 
rieurement acquise, nous retrouvons, dans les fonctions 
inverses, X (e), olK (e ) > les , fonctions trigonométriques 
sine, côs e. Mais ici les formules (8), ou celles de 
sin (a z±r p) et cos (a dr (3), étant établies analytique- 
mgnt, et non par des démonstrations géométriques, on n'a 
pas à se préoccuper de leur généralité; aucune addition 
n'est nécessaire à cet égard. 

Telle est la méthode à suivre pour obtenir les relations 
qui font connaître toutes les propriétés des fonctions in- 
verses. Si la première application que nous venons d'en 
faire paraît trop simple, et par trop élémentaire, à cause du 
peu de nouveauté des résultats , nous en ferons bientôt une 
application plus sérieuse et plus nouvelle ; elle reproduira, 
en quelque sorte, les mêmes mots, les mêmes phases, et 
l'exemple précédent aupa puissamment contribué à çn sim- 
plifier l'exposition. 



Ëf, 
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§ XXXI. 
FONCTIONS INVERSES DES ELLIPSOÏDES PLANÉTAIRES. 

Lorsque Ton connaît les fonctions inverses d'une famille 
de surfaces isothermes, si les fonctions inverses d'une autre 
famille peuvent s'exprimer à l'aide des premières , cette 
liaison suffira pour étudier leurs propriétés. Appliquons ce 
procédé, dont nous ferons un fréquent usage, à l'étude des 
fonctions inverses appartenant aux ellipsoïdes planétaires 
ayant pour équation 

(10) ^r^ + fr^*' où *'-*"- el - 

Par la substitution de X* — c* à X'*, et l'application de la mé- 
thode de recherche du paramètre thermométrique, on ar- 
rive définitivement à 



-x 



d\ 



^y/V— C 1 



Pour simplifier, posons X = cw } X' = cw\ w et «/ seront 
précisément les deux fonctions inverses qu'il s'agit d'étu- 
dier, et que nous désignerons, w par Xj (g), w f par ift>t (e). 
L'équation (10) deviendra 

io bis) 1 j- = c -\ ou (v*—w 2 =i. 

La transcendante e, les deux fonctions inverses, et la valeur 
Q de s correspondante à w = oo , seront 



(««) 



J x w sjw" 1 I J i W ^w % I 
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Or, si Ton introduit une nouvelle fonction u dee, telle 
que 

i ^w* — i dtv 

i — u 1 = -» d où u -= » et du = - » 

il s'ensuivra 

du dw 

y i — u 1 w ^w 7 — i 
et intégrant, puisque u s'annule quand iv == 1 7 

r w d w r u du 

(i3) e= / g / - 

•/i w y w 3 — i i/o y i — a' 



De telle sorte que u et \/i — m* seront précisément les fonc- 
tions inverses X (g) el ifc (e) des cylindres hyperboliques, 
et que 

Jl W^W 1 I Jo y^l— ; U 7 2 

§_XXX1I. 

FORMULES ET PROPRIÉTÉS. 

Les relations (12), exprimées en x, ik, A>i , ifi>i, don- 
neront donc 

ou inversement, par l'isolement des X\ , ifci , 

« 

A l'aide de ces dernières formules et des valeurs diverses 
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du tableau (9), on composera le nouveau tableau 

c =0, ? , 

a\>l = I , 00 , 

ifc.^O, +00—, 

a,(±P)=la,,(P), 



(16) 



27, 


3? 


» 4?> 


-I, 


00 


, 1» 


0, 


4-00 - 


-1 0» 


iM±p)=: 


±iMP), 


ifc, (a 


l-+-2^) 


= lfci(a). 



La fonction X, est paire, la fonction ift>i est impaire 5 ces 
deux fonctions sont périodiques; la période est 4ç ou 27r 
pour Xi > i<] ou 7r pour Tfcj. Les valeurs (t4) transforment 
les formules (8) dans les suivantes : 

(Uo.l — PJ , = p 1 o M («) lft>1 (p) 

Tout cela n'est pas neuf, car les fonctions inverses 
X t (e) , 1&1 (s) ne sont autres que séc s et tange. Mais c'est 
l'analyse qui assigne ici les périodes et les variations de 
signe de ces deux fonctions inverses, et il n'y a pas lieu de 
se préoccuper de leurs causes géométriques \ ce qui réduit 
à néant une multitude de discussions métaphysiques, et 
entre autres les opinions contradictoires sur le changement 
de signe de la sécante. 

§ XXXIII. 

INTRODUCTION DES IMAGINAIRES. 

Au premier procédé que nous venons de décrire, et qui 
permet de passer d'un groupe de fonctions inverses à un 
autre par une transformation réelle, il faudrait en joindre 
un second remplissant le même but à l'aide d'une transfor- 
mation par imaginaires. Mais, au lieu de définir ici ee nou- 
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veau procédé , nous préférons indiquer comment les ima- 
ginaires s'introduisent naturellement dans l'étude des sur- 
faces isothermes et de leurs fonctions inverses. 

Supposons un élève qu'on aurait initié aux mathéma- 
tiques, au calcul différentiel, au calcul intégral, sans lui 
parler de trigonométrie, de lignes trigonométriques , de 
transcendantes d'aucune espèce. Qu'on lui présente la 
théorie des surfaces isothermes dans l'ordre que nous avons 
suivi, en appuyant sur la nécessité d'exprimer les para- 
mètres géométriques des surfaces considérées et reconnues 
isothermes en fonction du paramètre thermométrique. Il 

rencontrera d'abord la fonction inverse e*, dont il établira 
et étudiera le développement 

H 1 1 5 H 5-7 H . Q , - -+- ...) 

\ 1 1.2 1.2.3 1.2.3.4 1.2. 3. 4-5 / 

par les méthodes actuellement usitées dans l'algèbre. On 
lui fera remarquer que ce développement se compose de 
deux parties, Tune paire > l'autre impaire, 

< + 2 + 2734 + "- :== — r aE (^ 

2.3 2. 3. 4-5 ' 2 ~~" **'' 

Abordant les cylindres elliptiques isothermes, il recon- 
naîtra dans les valeurs X = cE (e), X' = c£ (e) , ou dans les 
fonctions inverses de cette famille les deux païties détachées 

de e e . Prenant ensuite les cylindres hyperboliques iso- 
thermes, il trouvera d'autres fonctions inverses F (s) = -9 

c 

^(e) === — : mais, sachant qu'on passe de toutes les pro- 

priélés de l'ellipse à celles de l'hyperbole, par le simple 
changement de X' en — X , ou de X' en X' y — 1 ? il recon- 
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naitra que F (s) et #(e) ne diffèrent de E (e) et C (e) qu'en 
ce que s* y est changé en — e% d'où il conclura 



F(e) = E( SV /-T), J (i)== £k^l}, 



ou 



e 2 fi i g e 



* 2 2.3.4 2.3.45.6 " * ' ' 

S 3 S 5 s 7 



2.3 2.3.4-5 2.3.4.5.6-7 

11 constatera la périodicité nécessaire et réelle de ces nou- 
velles fonctions ; et apprendra leur signification trigono- 
métrique cos s , sin e , en partant des méthodes exposées aux 
§§27, 28 et 29. 

§ XXXIV. 
ORIGINE DES PÉRIODES IMAGINAIRES. 

Revenant aux premières fonctions E(e), £(s), il con- 
clura de leur dépendance avec les secondes cos e , sin e, que 
si ces dernières ont une période réelle, les autres ont co»sé- 
quemment une période imaginaire. Puis, quand il aura 
étudié toutes les familles de surfaces de nos deux premières 
leçons , et qu'il sera parvenu aux prévisions du § 21 , il 
y joindra celle-ci : que les fonctions inverses des familles de- 
surfaces homofocales et isothermes du second ordre, pour 

lesquelles le rapport - n'est ni zéro , ni l'unité , devant 

réunir à la fois toutes les propriétés des douze fonctions in- 
verses particulières , seules classiquement connues , auront 
très-probablement chacune deux périodes, l'une réelle, 
l'autre imaginaire. 

Une telle marche, substituée à l'enseignement habituel, 
serait à la fois plus~rapide et plus complète. Elle introdui- 
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rait l'emploi des imaginaires de la manière la plus simple 
et la plus lucide; elle établirait une liaison naturelle entre 
les chapitres les plus importants du calcul intégral, entre 
les transcendantes circulaires et logarithmiques, entre les 
fonctions trigonométriques et exponentielles. Elle ferait 
comprendre la nécessité d'aborder, dans les cours clas- 
siques, les transcendantes et les fonctions elliptiques, si 
unanimement réclamées par toutes les branches progres- 
sives des mathématiques appliquées; enfin elle faciliterait 
singulièrement cette nouvelle étude , comme nous nous pro- 
posons de le démontrer. 

On reconnaîtra sans doute un jour que les programmes 
de renseignement d'une science principalement destinée 
aux applications devraient toujours suivre fidèlement les 
progrès de cette science, se modifier avec elle, adopter, dès 
leur origine, les instruments des nouvelles découvertes, les 
substituer même aux anciens, dont l'impuissance et la sté- 
rilité actuelles sont suffisamment constatées. On sentira 
que cette mobilité des programmes , sagement réglementée, 
accélérerait les progrès des sciences appliquées, en for- 
mant, par un apprentissage mieux approprié, un plus 
grand nombre de bons et d'ardents travailleurs. Pour com- 
prendre combien cette vérité si évideute est aujourd'hui 
méconnue, qu'on lise les programmes officiels de rensei- 
gnement des mathématiques pures, ils sont tels que les au- 
raient faits Laplace et ses élèves; on n'y trouve pas trace 
des découvertes, si importantes pour l'avenir, de Pourier, 
d'Abel, de Jacobi, de Slurm et d'autres géomètres mo- 
dernes, dont les efforts incessants ont enfin réussi à faire 
marcher la science en dehors de la Mécanique céleste. 
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QUATRIÈME LEÇON. 

Transcendantes et fonctions inverses dans le cas général des surfaces iso- 
thermes du second ordre. — Nouvelle application de la méthode d'étude 
— Formules d'Euler.— Propriétés des fonctions inverses (\es hyperboloïdes 
à deux nappes. — Leurs tracés graphiques. 



§ XXXV. 

TRANSCENDANTE s DANS TROIS CAS GÉNÉRAUX. 

Abordons enfin l'étude des fonctions inverses dans le cas 
général de l'exemple VI, défini par la seconde leçon. Il * 
s'agit des surfaces du second ordre, concentriques et homo- 
focales, réprésentées par l'équation 

où la constante c surpasse b\ le rapport - étant d'ailleurs 

quelconque. Nous avons vérifié, § 13, que ces surfaces sont 
isothermes. Cette vérification conduit à la relation 

t ?' - x * 

et la fonction <p a des valeurs différentes suivant que X est 
inférieur à i, compris entre b et c, ou supérieur à c. Dési- 
gnons le paramètre géométrique à par v dans le premier 
cas, par p. dans le second, par p dans le troisième ; on 
pourra prendre pour <f et pour le paramètre thermomé- 
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trique e les expressions du tableau suivant : 

<P = 9 S = C I - 1 

(3) \?= ' e=c I r — : 

1 C Jb du}—b*<Jc'—u} 



?— ; 



> € = * I -7=7— ===== ; 

Je i/ >—b'J 9 *—c> 



tar, cr t , Ut étant les valeurs particulières de e qui corres- 
pondent respectivement à v = i, à f* = c , à p = oo , on 



aura 






-X 



y 7 ^ — v» V^*— v» 



î 



= <f / ^ 

Je Vp 2 — £ a v 7 P" ~ <?* 



§ XXXVI. 

FONCTIONS INVERSES DES TROIS FAMILLES. 

Les trois axes de toute surface (i) sont trois paramétres 
géométriques également importants. Il convient donc d'in- 
troduire trois fonctions pour chacun des trois cas. Nous 
les désignerons par les symboles inscrits au nouveau 
tableau 

(4) [ f*=cÀ,(«), ^ f— à* = c* t (i) , vV— p a = cC, / t), 

psrcÀ^),^ ^'—^ = «8,(0, ^p«— c» = cC,(f). 
Les équations des trois familles de surfaces isothermes aux 
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paramètres v, jx, p exprimées à l'aide du paramètre ther- 
mométrique, seront 



c 2 



À»(i) B*(iJ C a («)~" ' 
X 7 Y a Z' 



c' 



a;( 8 ) b;io c;(*) \ 

X a Y* Z' _ 

a; (o + b]7ô + c' (s)~' ? ' 

La première famille se compose d'hyperboloïdes à deux 
nappes, la seconde d'hyperboloïdes à une nappe, la troi- 
sième d'ellipsoïdes. Ces surfaces sont conjuguées, en ce 
sens que les constantes b et c ont pour toutes les mêmes 
valeurs, ou que les sections principales de ces surfaces ont 
les mêmes foyers. 

§ XXXVII. 

RELATIONS ALGÉBRIQUES ET DIFFÉRENTIELLES. 
Si Ton représente par A: et A 7 les deux rapports -> 



- — 7 — j lesquels sont complémentaires, en ce sens que 

k % 4- A" = i, on déduit du tableau (4) les relations sui- 
vantes : 

IA î -hB 3 = A% A 3 + C a = i, C a — B i = *'*, 
a'-b;=xs a'4-c;=i, b: + c; = jk», 
a; — b; = *', a;-c; = i, b; — c\ = a", 

en supprimant l'indication de la variable e qui est la même 
pour les neuf fonctions. 

La différenciation des transcendantes e (3) et des rela- 
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tions (5) conduit facilement aux différentielles suivantes : 

!dk =rBCrfe, dB ±= — CA.de, rfC= — ABrfs, 
dk, = B, C, de , rfB, = C, A, de , </C, = — A, B, de , 
e/A 2 = B 2 C 2 */e, rfB 2 = GjAa rfe, flfC a = A 3 B 2 <fe. 

Ainsi, dans chaque groupe (A,, B 4 , C,) la dérivée d'une 
des trois fonctions inverses est égale au produit des deux 
autres, pris avec le signe -h, si i = 2, ou s'il s'agit de A, 
Au Bi , avec le signe — pour B , C, C t . C'est évidemment 
la généralisation d'une propriété commune aux fonctions 
trigonométriques et exponentielles. Les relations (5) géné- 
ralisent aussi celles qui existent entre le sinus et le cosinus, 
entre la sécante et la tangente, la cosécante et la cotangente, 
sans H ou avec H. On rencontrera à chaque pas des rap- 
prochements analogues; nous ne les signalerons plus. 

§ XXXVIII. 

NOUVELLE APPLICATION DE LA MÉTHODE D'ÉTUDE. 

Ce sont les neuf fonctions inverses (A/, B,, C,-) dont il 
s'agit de découvrir les propriétés. Commençons par les 
fonctions (A, B, C), ou par les premières lignes des»ta- 
bleaux (3), (4)? (5) et (6). Pour appliquer la méthode 
d'étude du § 23, posons 

dx 



Jr x dx 

= — ' •' 
\Jb 2 —x* sjc' — x* 

s = c 1 -==== — =■ 



(7) 

dz 



/»* az 

f==c Jo ^ i -r 1*—* 

! 7 = a±p, z=*F(œ, y). 
Aux trois conditions générales du paragraphe 24-, il faut en 
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joindre une quatrième , particularisée par la fonction <p, 
ou par la transcendante e exprimée en v. Nos recherches 
préliminaires conduisent à une condition spéciale , qui 
laisse peu de chose à deviner, pour assigner la forme de la 
fonction F, la voici : 

§ XXXIX. 

CONDITION SPÉCIALE. 
Lorsque b = <?, la transcendante devient 



= c I " 



et le rapport - n'est autre que l'hypotangente de e, ou l'une 

des fonctions inverses des hyperboloïdes de révolution , 
§17; désignons cette fonction par le symbole S (s), on 
aura, pour b = c , 

Or la formule du § 32, qui donne i(i) i (a±j3) en^i(a) 
et «ifcj (|8), ou tang (a ± |3) en tang (a) et tang ((3), expri- 
mera facilement S (a ± (3) en S (a) et S ((3) ; car il suffit, 

d'après notre § 33 , d'y substituer — =■ à ^1 ; ce qui donne, 

V— 1 

sans difficulté, 

s i{«±P)- I±e(a) s {p) ' 

formule que Ton vérifie d'ailleurs directement en rem- 
plaçant S (e) par=yy> il s'ensuit 



C 



i±G(«)6(p) ^iarr' 
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valeur qu'on peut mettre sous la forme 

Ainsi, comme condition spéciale, la fonction z = F (.r, y) 
(7) doit être telle, que, si l'on y fait b = c, elle se réduise 
à la valeur (8). 

§ XL. 

DÉTERMINATION DE LA FONCTION F, 

La fonction la plus simple qui satisfasse aux quatre con- 
ditions réunies est 

, , x db* — y- de 2 — r 2 ± y sjb 7 — x 2 de* — x 2 

(9) » = ** b^-x'f ' 

ou bien, désignant, pour simplifier, par n le produit des 
deux radicaux en y, par £ celui des deux radicaux en x, 

( q bis) u=z bc ■= IZjL 

vy ' b 2 c 2 — x 2 y 2 

Il s'agit de prouver que cette fonction w est précisément z. 



Pour cela, posant v = ^ b* — m% w = v'c* — **% la sub- 
stitution de u (g) donne . 

__ , c 2 ^b 2 — # 2 y^ 2 — y 7 zpxy^c 7 — .r 2 fâ^y* 

(10) f ^ 

__^ b> \/c 7 — x 2 y/** — r 2 ^ «X s/b 2 — x 2 ^b 2 —y 2 

b 2 c 2 — a: 2 / 2 

[Ce que l'on vérifie sans peine : car, si l'on fait la somme 
des carrés de u (9) et v (10), les doubles signes disparaî- 
tront au second membre, et rn— r— - ■ y sera facteur 

\b 2 c 2 — x 2 y 2 y J 

commun de 

| c 2 (fr—y 2 ) [x 7 (c*— y 2 ) 4- c 3 (£ 2 — .r 2 ) 
•+■ r* ( c * — *') [«' (*' — * 3 ) -h *• (c 7 — j 2 )] |, 
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expression qui se réduit à (&V — #*/*)'; donc n*~fV= £ 4 ; 
et de même u* -h"'* =c 8 .] Le produit w, ou celui-ci 

yé* — a* yV — tt » 9 que nous appellerons U, peut se mettre 
sous la forme 

( U ) iT^^ ( &,c, + »V , )fa^:jy L € > (* , -» t )y-y)-4-y(c , -»')(i? > -^)] 

Cela posé, cherchons la dérivée en x de u (9 bis) , ob- 
servant que £ = y 7 £* c* -^ (i 1 -f- c*) x* -h ;r* donne 
%d% = — x (A* -f- c' — 2 x 1 ) , on trouve d'abord 

du (bV-x*y>) (* zp.*r *'"*" *~ **' \ +*y> {*n±*y g) 

et l'on reconnaît aisément que cette valeur, multipliée 

par £, reproduit précisément U (1 1) ; ainsi — = -• Écri- 
vons 1/(9 bis) de cette manière 

. , Xl±xn 

u = ïïz bc -r- , 

6' c 7 — x*y* 

avant de prendre sa dérivée en y; cette nouvelle valeur 

de u sera le produit par ± 1 de ce que devient la première 

quand on y change x en jr- 9 et réciproquement^ en x; on 

aura donc (puisque U est symétrique en x et y) imrnédia- 

du , tf 
lement -7- = ± — 
ajr n 

Réunissant les deux différentielles partielles de m> on a 

pour sa différentielle totale 



d'où l'on déduit 



du = •—dx'àz — df) 



du dx . dy 
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Multipliant par c, ayant égard aux valeurs respectives de 
U, £ , » en i/, Xj y, et observant que u s'annule quand x 
et y sont zéro l'un et l'autre, l'intégration donnera 

... .. s= « ± p, 
on a donc 

M = « = À(a±P), v= sjb>— z\ tvz= s/c 7 — z 5 ; 
et la fonction F est maintenant connue. 

§ XLI. 
FORMULES D'EULER. 

L'introduction des symboles (A, B, C) transforme les 
équations (9) et (10) dans les formules suivantes : 

A f.-4- fil - . A(a)B(p)C(p)±A(p)B(«)C(q) 

fn) ?Br«-4-fl\ ^ /r B(«)B(p) T A(a)A(p)C(a)C(p) 
° 2} < B ( a ±P)-* *>-A«(a)A'(p) ' 

r /, + fl x_ ^C(«)C(P)=FA(«)A(p)B(a)B(P) 
1 Pl "" **— A*(a)A*(P) 

Cette nouvelle et dernière application de la méthode d'é- 
tude du § 23, simplifiée par son analogie avec la première, 
établit ainsi, sans difficulté, et d'une manière en quelque 
sorte élémentaire 7 les formules (12) , dues à Euler, et qui , 
mises sous diverses formes , ont servi de point de départ à 
toutes les recherches sur les transcendantes et les fonctions 
elliptiques. 

§ XLII. 
PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS (A, B, C). 
Les formules précédentes conduisent à toutes les proprié- 
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tés des fonctions inverses A (s), B (e), C (e), ou des axes des 
hyperboloïdes isothermes à. deux nappes. 

Le paramètre thermométrique s étant zéro avec v, et égal 
à gt quand v = b [tableau (3)] , la première ligne du ta- 
bleau (4) donne 

A(o) = o, B (©)=*, C(o) = i; 

A(ct) = X-, B(o) = o, C(ct) = â'. 

D'après ces valeurs , si l'on fait a = o dans les formu- 
les (12), elles donnent respectivement 

A(±6) = ±A(p), B(±p) = B(<5), C(±p)=C(P). 

Ainsi A (e) est une fonction impaire; B (e) et C (e) sont 
des fonctions paires. 

Si, prenant les signes inférieurs, on fait, dans les mêmes 
formules (12), a = or, on a, en s'aidanldes relations (5), 

(,3) |b( - P) = ,^, 

formules dont nous déduirons des conséquences impor- 
tantes, et qui seront fréquemment utilisées dans l'applica- 
tion des procédés de transformation. 
Ne prenant plus que les signes supérieurs : 

i°. a = nr, (3 = u, donnent 

A(2tr) = o, B(2ct) = — k, C(2u)=i; 

2 . a = 2CT, (3 = ct, donnent 

A(3 CT )= — X, B(3 8r) = o, C(3gj)=*'; 

3°. a = 3 or, [3 = zs, donnent 

A(4o)=o, b(4«0 = *> c(4«f) = i; 
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ce qui complète le tableau suivant : 

c = o, gf, 20, 3cj, 4 a > 

A=o, *, o, —X, o, 

(14) ( 

B = k, o, — k, o, / , 

C=i, X', 1, A', 1; 
4°. (3 = 20 donne 

A(a+2o) = — A (a), 

B(a + 2o) = ~B(a), 
C(a + 28) = C(a); 

5°. {3 = 4 CT donne 

A (a -+- 4^) = A (a), 
B (a -h 4*0 =B(a) a 

C(a+4«) = C(a). 

§ XL11I. 

PÉRIODICITÉ. ANALOGIES. 

Ainsi les trois fonctions inverses A (e), B (e), C (e), sont 
périodiques. La période est 4 ** pour A(e) et B(e), ifs 
seulement pour C ( e ) . 

Par ses variations de signe et de grandeur, la fonction 
A (e) est analogue à sin e , B ( e) à cose 3 nous appellerons la 
première un pseiidosinus , la seconde un pseudocosinus. 
Quant à la "troisième fonction C (e), qui n'est jamais nulle, 
et dont la grandeur oscille entre le maximum 1 et le mini- 
mum A', elle n'est analogue à aucune ligne trigonomé- 
trique, si ce n'est au rayon; nous Rappellerons un pseu- 
dorayon . 

Les formules (i3) dans lesquelles (cr — /3) est le complé- 
ment r/e|3, c'est-à-dire ce qu'il faut ajoutera (3 pour obte- 
nir le quart de la période , prouvent bien que A n'est pas 
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précisément un sinus, ni B un cosinus, puisque les rapports 

A(o— B) B(o — fi) ,, . , . . 

x _ . . > \ ,„. ? ne sont pas 1 unité, ni même con- 

B(p) A(P) r 

stants. On remarquera que le rapport de ces rapports est 
constaut, et égal à À', comme le produit C(/3).C(gï — (3)$ 
que le produit A((3).A(u — (3) est variable et égal à 
i dC 

-c^ etc ' 

§ XLIV. 

LIMITE DE LA PÉRIODE. 

Un tracé graphique peut servir à résumer ces diverses 
propriétés. Pour construire avec quelque exactitude les 
trois courbes dont A, B, C seraient les ordonnées, et le 
paramètre thermométrique e l'abscisse, il faudrait connaître 
la période ou le nombre u. Ce nombre est une fonction de h, 
dont la détermination exige des calculs que nous n'expose- 
rons pas. Disons seulement que gt surpasse -> car les deux 
intégrales définies transcendantes 



r h dv __ __ 7T r b dv c __ 



CJ 



ont le même nombre d'éléments, et ceux de la seconde sont 
tous plus grands que ceux de la première. 

§ XLV. 
TRACÉS GRAPHIQUES. 
Si Ton suppose la grandeur vs connue , la figure suivante 
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représente les trois courbes dont il s'agit : 




Les deux cercles concentriques ont pour rayons l'uni té 
et le rapport k moindre que i ; on construit facilement 

W=<Ji — A*. Les deux courbes Y = A(e) et Y = B(e) 
sont analogues à la sinusoïde Y = sin e ; mais leur ampli- 
tude (2À) est plus petite, et la tangente à l'inflexion ne fait 
pas l'angle de 45 degrés avec l'axe des abscisses } son incli- 
naison est moindre pour A , moindre encore pour B , car 
on a, d'après les formules (6) , 

as 

dérivée qui devient 

/• pour s = o, — k pour s = 2 g* , 



et Ton a pareillement 



1? 

ds 



-r = — CA, 



dérivée qui devient 



— kk' po,ur s = et, kk' pour s = 3 zp . 

On sait que les deux courbes Y = sine , Y = cose , sont 
identiques, c'est-à-dire qu'elles se superposent dans toutes 
leurs parties, lorsqu'on fait subir à Tune d'entre elles une 
translation parallèle à l'axe des abscisses et égale au quart 
'de la période. La même translation, effectuée dans le groupe 
des deux courbes Y = A(e) , Y = B (s) , ne produira pas 
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leur superposition ; les points d'inflexion et les sommets se 
confondront , mais en tout autre lieu les deux courbes se- 
ront séparées , la courbe Y =. B(e) étant toujours plus rap- 
prochée de Taxe des abscisses . 

La courbe Y = C (e) est analogue aux précédentes, mais 
avec une période moitié et une amplitude moindre 5' car 

cette amplitude est 1 — À' qui est égal à — > ou à A ~ 

et conséquemment moindre que ft, moitié de l'amplitude 
2'k commune aux deux courbes A et B. Quant à l'inclinai- 
son de la tangente à l'inflexion, on a, d'après les for- 
mules (6), 

1? = -AB, d'où 112 = C(A'-B'); 
de dv 

de là résulte qu'à l'inflexion A = B = — -> et conséquem- 

dC k* /•* 
ment — est égal à ? ou à H ? suivant le rang impair 

ou pair du point de cette inflexion. 

L'abscisse de tout point d'inflexion de la courbe Y = C (e) 
étant donnée par l'équation A* (e) = B 8 (e), la parallèle à 
Taxe des ordonnées, menée par ce point, contiendra une 
intersection des deux courbes Y = A(e)etY = B(s),sile 
rang est impair; elle coupera ces courbes en des points 
dont les ordonnées seront égales et de signes contraires, si 
le rang est pair. La ligne, parallèle aux abscisses, qui con- 
tient tous les points d'inflexion de la courbe C, ne la par- 
tage pas en parties égales, comme cela a lieu pour les courbes 
A etBj ici les parties supérieures sont plus courtes que 

/ ï" 
les parties inférieures : en effet, l'ordonnée 4/ 1 ? 



>/ 



OU 

V 2 

, aux points d'inflexion de la courbe C, surpasse 
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i ■+• A f 
la demi-somme des ordonnées aux sommets , puisque 



• Ainsi, quant à la forme, 



2 \ 2 / \ 2 

la courbe C diffère notablement des courbes A et B ; elle est, 
en quelque sorte , moins parfaite ou moins symétrique. 

§ XLVI. 

CLASSEMENT DE PROPRIÉTÉS. 

Par tout ce qui précède, le pseudosinus A(e), le pseu- 
docosinus B(e), et le pseudorayon C (e), nous paraissent au 
moins aussi complètement définis que les fonctions trigo- 
nométriques sine et cose. Il ne leur manque qu'un plus 
long usage ou des applications plus nombreuses*, les pro- 
grès incessants des mathématiques ne tarderont pas à com- 
bler cette lacune. 

Mais tout n'est pas dit sur les fonctions A , B, C; nous 
n'avons signalé que celles de leurs propriétés qui corres- 
pondent toutes aux propriétés de sine et de cose; l'intro- 
duction des imaginaires, et la liaison de ces fonctions 
inverses avec celles qui appartiennent aux deux autres 
familles de surfaces isothermes (des hyperboloïdes à une 
nappe et des ellipsoïdes) , nous conduiront à une seconde 
classe de propriétés tout aussi étendue que la première. 

Pour connaître les propriétés spéciales des deux autres 
groupes de fonctions inverses ( A 15 B^ Ci) et (A î5 B 2 , C 2 ), 
on pourrait appliquer directement, à chacun d'eux, la 
méthode d'étude du § 23, comme nous l'avons fait au 
groupe (A, B, C). Puis, après trois études partielles, et 
en quelque sorte indépendantes, on chercherait les rela- 
tions qui existent entre les trois groupes, et qui sont d'une 
grande importance dans la théorie que nous développons, 
car ce sont ces relations mêmes qui recèlent toute la se- 
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conde classe de propriétés cî-dessus annoncée. Cette marche 
serait la plus naturelle et la plus lucide ; elle aurait incon- 
testablement l'avantage de n'établir aucune différence de 
rang, aucun privilège, aucun droit d'aînesse entre trois 
groupes dont l'importance est parfaitement égale. Mais 
cette marche serait beaucoup trop longue, comparée à celle 
que nous adoptons , et qui consiste à poser, dès l'abord , et 
en quelque sorte synthétiquement, une partie des relations 
à découvrir, afin de déduire, par le procédé du § 32, 
les deux groupes (A^B*, Ci) et (A s , B a , C 2 ) du groupe 
(À, B, C) déjà traité. Contentons-nous de dire, pour rér 
tablir l'égalité troublée > que nous eussions pu commencer 
par traiter directement tout autre des trois groupes. 

Il importe de remarquer que les fonctions (A, B, C), 
étudiées dans cette leçon, se modifient singulièrement quand 
le rapport À" approche de l'une ou de l'autre de ses limites , 
zéro et l'unité. Nous verrons qu'à la limite de h = o, les 

r . A(e) B(e) . a V 

tractions ■ \ S — 7— - sont exactement sins et cose, tandis 
k k 

que C(s) devient constant et égal à l'unité \ ce qui justifie 

les analogies signalées et les dénominations employées dans 

les derniers paragraphes, où Ton suppose que k ait une 

valeur moyenne. Mais, à l'autre limite , à celle de ft= 1, 

les fonctions (A, B, C) semblent changer brusquement de 

nature, car A(e) devient-—-^ ou hypotang e , tandis que 

B (e) et C (e) sont identiques et égales à ^rr-p ou à hy posée s, 

§ 17. On ne saurait imaginer une métamorphose plus 
complète. 

Cette mutabilité, qui s'étend aux trois groupes, explique 
les diflicul tés qu'on rencontre, lorsqu'on cherche à représen- 
ter les transcendantes elliptiques et leurs fonctions inverses 
par des arcs de courbe et des lignes droites, à la manière de 
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la transcendante circulaire et des fondions trigonométrie 
ques. Il faut admettre, en quelque sorte, autant de sys- 
tèmes représentatifs distincts qu'il existe de valeurs de k] 

ceux de ces systèmes qui répondent à A = o , A = i , &==-> 

sont connus et sont très-différents. Dans la théorie qui nous 
occupe, ces difficultés sont écartées : les trois variétés des 
transcendantes elliptiques de première espèce expriment la 
température , dans les trois familles de surfaces isothermes 
du second ordre , lesquelles sont homofocales \ et si l'on 
prend pour unité de longueur la demi-distance focale prin- 
cipale, les fonctions inverses des transcendantes sont les 
axes mêmes des surfaces isothermes. Cette représentation, 
à la fois physique et géométrique , est simple, générale et 
naturelle. En comparaison , toute autre paraît compliquée, 
partielle ou factice. 
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CINQUIÈME LEÇON. 

Système conjugué. — Transformations réelles des fonctions (A,, B,, C t ) et 
(A,, B t , C, ) en (A, B, C). — Propriétés et classement des neuf fonctions. 
— Formules de toutes les transformations réelles. — Généralité de la pé- 
riode réelle. — Anomalies. 



§ XLVII. 

SYSTÈME CONJUGUÉ. 

Le système triple de surfaces isothermes défini au 
§ 36 est particularisé par la valeur de la ligne con- 

stante b , ou par celle du rapport k = — Il existe autant de 

systèmes semblables que de valeurs du rapport A, com- 
prises entre zéro et l'unité. Mais tous ces systèmes sont 
conjugués deux à deux-, au système correspondant à b et k 
se trouve conjugué celui dans lequel b est remplacé par 

b'=z ^c 2 — £% k = - par k f = — = y/i — A 2 , et réciproque- 



c * c 



ment k' par k» Dans les transformations qui vont suivre , il 
sera nécessaire de considérer ce système conjugué en même 
temps que le premier; nous le désignerons en accentuant 
les paramètres géométriques et les fonctions inverses qui 
lui appartiennent. 

Par exemple , à la famille des hyperboloïdes isothermes 
à deux nappes, particulièrement étudiée dans la leçon pré- 
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cède n te, apparlienl le tableau suivant : 

t=C ! J TJ=ZC I - . .. 

v = cA(i), sjb* — v*=tfB(i), ^ 2 — v 2 =rcC(«), 
A»(f) B'(fi) C'(e) ~ f 



— ^ = 0, 



b de* — b 1 

- = *, 1 = *', /•'+*"= I, 

ce 

et la famille des hyperboloïdes à deux nappes du système 
conjugué sera représentée par le nouveau tableau 

*~ C Jo sjà'*— v'V^V"'' U ~ C Jo \/b'*— v'V^— v ' 2 ' 
v'sscÀ'li), V / ^' a — v'*= ir B # (t), V^ — v' 2 =cC'(e), 

{2) Â 7 ^) ~~ ÏF(7) ~~ c*(7) 

_=*', il 1- = *, *'* + *»= 1, 

A(CT ^ e) -c 7 w' b(ct " s) -*c 7 wV C( " '""C 7 ^ 

Les fonctions inverses A', B', G ont identiquement les 
mêmes propriétés que A, B, C-, il n'y a d'autre diffé- 
rence que dans la grandeur de la période , qui est 4 c pour 
A, B, 2tJ pour C, et 4^' pour A', B', acr' pour C ; . Les 
dernières lignes des deux tableaux précédents reproduisent 
les formules (i3) du § 42, donnant les fonctions inverses du 
complément de e, qui est (ci — e) au premier tableau, et 
{ci' — e) au second. 
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§ XLVIII. 

TRANSFORMATION DES (A â , B,, C,) EN (A', B\ C). 

La famille des hyperboloïdes isothermes à une nappe au 
paramètre géométrique (i , étant représentée par le tableau 

e=c § -. . ? tar,=c I < 

Jb Vf** — ** v^* — p* J h Vf* 2 — b 2 s/c 2 — p 2 

(3) pr3cA.Ce), vV'-*'='B.(0> ^ T=7 7=^C 1 (6) y 

* 2 ^ 2 z* 



— C' = o , 



Aï(«) B»(.) Cî(i) 

on obtient les fonctions inverses Aj, B t , C, à l'aide des 
fonctions A', B', C, du système conjugué, par la transfor- 
mation suivante. Posant 

(4) i*. = slc 2 — v' 2 , d'où v 7 ^ — * , = V / * /s — A s/c 2 — i i 2 =v' 9 
on en déduit d'abord 

y^p.» — £* ^c» — p* = v' y^'» — v'% dp = — 



SJc 2 — v' 1 






puis , par l'intégration et par une double détermination de 
la constante introduite g, 

car, d'après les relations (4 ) : i° quand fx = c , v' est zéro , 
la seconde intégrale (5) s'évanouit, la première devienl 
GFi , donc g = Ut ; a° quand f* = & ? v' est égal à &', la pre- 
mière intégrale (5) s'annule, la seconde devient n', donc 
g=zts\ Ainsi les deux intégrales définies & t et u' sont 



zr — tS » 
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égales entre elles , c'est-à-dire que Ton a 

r c d* r b ds 

(5 bis) xs { =c I ;=- =c I T , . 

Jb sllt—PsIc' 1 —^ Jo \Jb' 7 — v" y 7 ^— v" 

D'après cela, la première intégrale (5) étants, la se- 
conde sera ( xs' — e) , et on aura actuellement 

v'=*À'(«r'— 1), V^"— v''=cBV— «)> V^ I= ^=^C , ( CT '— 1). 

Ces valeurs, jointes à la seconde ligne du tableau (3), 
transforment les relations (4) dans les suivantes: 

(6) A ! (fi) = C'(cr'--s), B,(i)=B'(«i'— t), C,(e) = A'( CT '— e), 

et, d'après les dernières formules du tableau (2), on a 
aussi 

(6 M A,( S )= C -^, B.(.) = *£$, W=5£f 

équations qui expriment directement les fonctions 

Ai, Bi, Ci à l'aide des A', B', C. 

§ XL1X. 

TRANSFORMATION DES (A,, B 2 , C,} EN (A, B, C). 

La famille des ellipsoïdes isothermes , au paramètre géo- 
métrique p, étant représentée par le tableau 

Je slf—b'sJf—cS 2 Je s/ ? ' i —b' l \jf—c t '> 

(7) p = cAi{e), v/p 2 - b'=rc%(e), yV — c*=z cC,(s), 

x 1 y 2 z 2 



Aî(0 B»(«) Cî(i) 
on obtient les fonctions inverses A,, B 8 , C 2 à l'aide des 
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fonctions A , B, C par la transformation suivante: posant 



(8)o = — , d'où s/p*— b 7 =b- » VP' — c a = r- 

on en déduit d'abord 
y/TTZT' Jp*— c 2 ='-£ v/* 3 — v l Je» — v% /fp = — ta ^ 

v v* 

r + 






puis, par l'intégration, et par une double détermination de 
la constante introduite g, 

car, d'après les valeurs (8) : i° quand p =± oo , v est zéro > 
la seconde intégrale (9) s'évanouit, la première devient tj,, 
donc g = cjj 5 2 quand p = c, v devient égal à t, la pre- 
mière intégrale (9) s'annule, la seconde devient 0, donc 
g = cy. Ainsi les deux intégrales définies et s et zs sont égales 
entre elles, c'est-à-dire que l'on a 

(ç)bis)t3 i z=c ! P =zc t =tar. 

D'après cela 1 , la première intégrale (9) étant e , la se- 
conde sera (u — s), et Ton aura actuellement 

v=cA(cr— t), v 7 * 2 — v 2 =cB(w — •), y 7 ^ — v 2 ==cC(cr — s). 

Ces valeurs, jointes à la seconde ligne du tableau (7), 
transforment les relations (8) dans les suivantes : 

10 A 3 e)= — , B a (e =/•--) , C 2 î=^ :, 

' A(» — e; v A(cr — s) A(cr — e) 

et, d'après les dernières formules du tableau (1), on a 



5 
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aussi 

(..to) A,(«)=*fg> w=^j' w=*i$i> 

équations qui expriment directement les fonctions 

(A.jBtjCJcn (A,B,C). 

- SI- 
PROPRIÉTÉS DES (A,, B t , C,.) 

Les relations (6 bis) conduisent aux propriétés et à la 
définition des fonctions inverses A t , B l9 C l9 ou des axes de 
l'hyperboloïde isotherme à une nappe. En effet, si l'on 
passe des formules du § 42, qui concernent les fonctions 
A, B, C, à leurs conjuguées en A', B', C, on déduira de ces 
dernières, et par les relations (6 bis), le tableau 

6 r= o, ci', 2 ci', 3 gt', 4 ct 'j 

A, = *, i, *, i, /•, 

* n ' * B, = o, A', o, — X-', o, 

C, =*', o, — k' y o, *', 

et les formules 

!A, (± s) = A, (e), A, (s -h 2 ©') = A, (s), 
B.tdzOrsdlBiti), B,(i+4«r')=B l (t), 
c, (± s) = c, ( £ ), c, (f + 4*') = Ci (•). 

D'où l'on déduit les conséquences suivantes : la fonc- 
tion Bt est impaire, les fonctions Ci et A t spnt paires. Ces 
trois fonctions sont périodiques $ la période étant 4 ^ pour 
Bi et Ci, 2xs f pour A t . Par leurs variations de signes et de , 
grandeur, les fonctions Bi et Ci se conduisent respective- 
ment comme les fonctions A et B, ou A' et B'$ Bi est donc 
un pseudosinus, Ci un pseudocosinus. La fonction Ai qui 
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n'est jamais nulle , et qui oscille entre le minimum À et le 

maximum i, est un pseudorayon comme C ou C; avec 
cette différence que A t arrive à son maximum quand C 
atteint son minimum, et réciproquement. 

§ LI. 

PROPRIÉTÉS DES (A 3 , B,, C 2 ): 

Les relations (10 bis) conduisent pareillement aux pro- 
priétés et à la définition des fonctions inverses À 8 , B*, C*, 
oii des axes de l'ellipsoïde isotherme. À l'aide de ces rela- 
tions, les formules du § 42 donnent le tableau 

6=0 , CT, 2 CT, 3cT, 4**> 

A 2 = i , qo, — i, oc, i, 

(12) < 

v ' » 8,= *' , oo, — /•', oo, k\ 

C 2 = o -f-, a© — , o -j-, oo — , o> 

et les formules 

IA 2 (±s) = A 2 (s), A 2 (e -|- 4 CT ) = A 3 (s), 

B, (± g) = B, (s), B,(s + 4©) = B,(e), 

C 2 (±£)=±C 2 (ê), C 2 (s + 2ct)= C,(t). 

D'où Ton déduit les conséquences suivantes : la fonc* 
tion Cj est impaire; les fonctions A* et B t sont paires. Ces 
trois fonctions sont périodiques*, la période étant 4 ts pour 
A t et B,, acy pour C 8 . Par ses variations de signe et de 
grandeur, la fonction C t (e) est analogue à tang t ; nous la 
nommerons une pseudotangente. Les fonctions A 2 et B 2 
rappellent les propriétés de sec e ) nous les nommerons des 
pseudosécantes : il y a toutefois cette différence , que les 
limites absolues de A* sont toujours l'unité et l'infini , 
comme pour séc s, tandis que ces limites sont la constante A' 
et ^infini pour B». 

5. 
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§ lu. 

CLASSEMENT DES NEUF FONCTIONS. 

En résumé , les neuf fonctions inverses , introduites au 
§ 36, comprennent : deux pseudorayons (C et A,), deux 
pseudosinus (AetBi), deux pseudocosinus (B et Ci), deux 
pseudosécantes (Aj etBj), une pseudotangente (C,). 

Trois de ces fonctions sont impaires (A, Bi, Cj) , les six 
autres sont paires (B, C; C i9 Ai ; A t , B*). De telle sorte que 
dans chaque groupe (A f -, B,-, C,-) il n'y a qu'une fonction 
impaire, les deux autres étant paires. 

On remarquera que la fonction impaire, pour chaque fa- 
mille isotherme, forme le dénominateur du terme qui pré- 
cède la variation, dans l'équation de cette famille [tableaux 

('M3).(7)]- 

§ LUI. 

TRACÉS GRAPHIQUES. 

Les figures suivantes représentent les tracés graphiques 
des courbes ayant pour ordonnées les fonctions A 4 , B t , C f , 
et A 8 , B î5 C 2 , l'abscisse étant toujours le paramètre thermo- 
métrique e. L'inspection de ces figures, et les lettres qui s'y 
trouvent, nous dispenseront d'en détailler la construction. 
La première figure reproduit les tracés des courbes A, B, 
C, afin que l'on puisse mieux saisir leurs rapports avec les 
courbes A*, B 8 , C 8 ; la période 4*?, et conséquemment la 
quatrième partie zs , qu'on peut appeler quadrant, étant 
les mêmes pour les deux groupes. Les courbes y = A a (e), 
et y = B s (e), ont la forme de la courbe y = séc s $ l'or- 
donnée aux sommets est k' pour B t , 1 pour A 8 . La courbe 
y = Cj (e) a la forme de la courbe y = tang e ; mais l'in- 
clinaison de la tangente au point d'inflexion est inférieure 
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à 45 degrés : car 
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de 



= A a B 2 devient h' pour £ = o, 2ct, 4 w - 



La dernière figure est analogue à la première, les courbes 




B l5 Ci, Ai, se substituant respectivement aux courbes A, B, 
C, mais avec # des différences qu'il importe de signaler. Le 
quadrant est d pour Ai , B t , Ci , et n pour A, B, C. Les deux 
courbes y = B t (e) et y= C t (e) ont la forme sinusoïdale; 
mais l'inclinaison aux points d'inflexion n'est pas de 45 de- 
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grés \ elle est moindre pour Ci , moindre encore pour Bj , car 
dC t 



di 
~d7 



— Ai B, devient — k f pour e = &', k' pour g=3o', 
d Ai devient kk' pour e =o, — kk' pour e = 2 or', 



de sorte que si l'on fait subir à Tune des deux courbes, B, 
et Ci, une translation d'un quadrant, parallèlement aux 
abscisses, les deux courbes ne se superposeront pas : les 
sommets et les points d'inflexion se confondront, mais en 
tout autre lieu les deux courbes resteront séparées \ la 
courbe Bi, ou le pseudosinus, étant toujours plus rappro- 
chée de l'axe des abscisses que la courbe C t , ou le pseudo- 
cosinus. L'inverse a lieu pour les courbés A et B, car, après 
la translation d'un quadrant, le pseudosinus A est toujours 
plus éloigné de Taxe que le pseudocosinus B. Il est à remar- 
quer que l'inclinaison à l'inflexion est la même pour les 
deux courbas B et Bi 5 Ja tangente trigonométrique de .cette 
inclinaison commune étant kh J en valeur absolue. 

La courbe y == A t (e) est analogue à la courbe C, mais 
elle commence par son minimum, tandis que C part de son 
maximum. C'est la seule différence essentielle 5 car, d'après 
les différentielles (6) du § 37, 

Î7 = B,C„ ^-MCÎ-BÏ), 
et l'on a, aux points d'inflexion de la courbe A n 

c; = b:=-, 



., = v /ii£ ; y(i±l)- + (^|> 



I -f- k 

a- , 



di 2 

ce qui montre ,• comme au § 45 , que la droite parallèle 
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aux abscisses menée par ces points partage la courbe inéga- 
lement, les parties supérieures étant aussi plus courtes que 
les parties inférieures. 

§ LTV. 

FORMULES DE TOUTES LES TRANSFORMATIONS RÉELLES. 

Après avoir étudié particulièrement le groupe des fonc- 
tions inverses (A, B,C), ou (A', B', C), nous avons déduit 
de cette première étude les propriétés des deux autres 
groupes (A^B^Ct) et (Aj, B 4 , C 2 ), à l'aide des relations 
(6 bis) et (10 bis) que Ton peut écrire ainsi : 

A-* B-* A ' C- B ' 

c 7 ' c 7 ' c 7 ' 



d3) 



A _,C kk' A 

B D Jt> 

A',= -, #,= *'-, C,= -, 

./,= *'£, ur,= ±L', ?,= *£, 

sans indication de la variable e, qui est la même pour 
toutes ces fonctions, et en y joignant leurs conjugées, c'est- 
à-dire celles qu'on en déduit par le changement de k 
en k . 

Or, des éliminations faciles donneront les nouvelles re- 
lations : 

A _ * n_* A '. r- B - 



(•4) 



A, A, Ai 
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qui expriment les groupes (A 2 , B s , C s ) et (A,B, C), à 
Faide du groupe ( A t , B f , Ci ) ; et encore celles-ci 

A = / £, B= Ml, C = *'i% 



(<5) 



* 



Ai = tt) B, = A 7 — J- , C, = — - ? 



Aj Aj A} 

qui expriment les groupes (A, B, C) et (Ai, B t , Ci), à 
Faide du groupe (A*, B 2 , C 2 ). 

Les trois groupes de fonctions inverses sont donc telle- 
ment liés, que de Fun quelconque d'entre eux on peut 
dçduire les deux autres. Les formules d'EuIer, exprimées 
en (A , B, C) au § 41, donneront facilement les formules 
analogues en (A Â , B! , C,) et en (A 2 , B*, C â ) : s'il s'agit 
d'obtenir A % (a ± /3), B, (a rb |3), Ci (a =fc (3), on trans- 
formera d'abord les formules primitives en (A', B', C 7 ) 
par le changement de k en A', puis on y substituera les 
(A', B', C) en (A h B M C 4 ) à Faide des dernières rela- 
tions (i4), s'il s'agit d'obtenir A a (a ±; (3), B s (a ± (3), 
C s (a ± (3), il suffira de substituer dans les formules pri- 
mitives les (A, B, C) en (A 2 , B», C s ), à Faide des pre- 
mières relations (i5) ; et, par des calculs faciles, on iaolera 
les nouvelles inconnues. 

S LY. 

GÉNÉRALITÉ DE LA PÉRIODE RÉELLE. 

Les relations (i3)> (i4) et (i5) réunissent toutes les 
transformations réelles qui peuvent faire passer d'un des 
trois groupes (A,, B, , C,) à un autre. Les §§ 48 et 49 in* 
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cliquent de quelle manière s'effectuent ces transforma- 
tions. Cette liaison générale montre que toute propriété 
d un des trois groupes a sa propriété correspondante dans 
chacun des deux autres. C'est ainsi que la périodicité 
réelle, signalée primitivement dans le groupe (A, B, C), se 
retrouve dans les deux autres , avec la seule différence du 
changement de xs en nr 7 , quand il s'agit de (A tî B t , Ci). 

On remarquera que pour les neuf fonctions inverses 
(A/, B,-, C,), et pour les neuf fonctions conjuguées 
(A; , B- , Q ), les périodes sont égales à deux ou à quatre 
fois xs ou tj 7 \ c'est-à-dire que la connaissance des périodes 
réelles , appartenant à ces dix-huit fonctions , n'exige pas 
d'autres déterminations numériques que celles des inté- 
grales définies xz et xs! . Ces deux nombres dépendent d'ail- 
leurs du rapport #, et changent avec lui. 

§ LVI. 

ANOMALIES AUX LIMITES DE k. 

Lorsque k est égal à zéro ou à l'unité, le système des 
dix-huit fonctions doit se réduire à celui des huit fonctions 
inverses distinctes appartenant aux surfaces de révolution 
isothermes du second ordre, et qui sont, comme nous l'a- 
vons vu , séc e , tang e , coséc e , cotang e , et H séc e , 
H lange, H coséc s, H cotang s. A cette limite, la pério- 
dicité n'existe plus que pour quatre des huit fonctions, et 
leurs périodes ne dépendent que d'un seul nombre qui est ir. 
Pour les quatre autres, la périodicité a disparu, ou bien 
leurs périodes réelles sont infinies. Mais nous savons que 
ces dernières ont des périodes imaginaires , et ce nouveau 
genre de périodicité ne peut être que la trace, subsistant, 
à la même limite, d'une propriété générale appartenant au 
système des dix-huit fonctions ; propriété nouvelle qu'il 
importe de rechercher et d'étudier. 
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Après avoir trouvé en quoi consiste cette propriété, nous 
aurons à examiner de plus près la transformation, en 
apparence si subite et si discontinue, d'un système général 
de dix-huit fonctions inverses, qui se réduisent à huit seu- 
lement. On conçoit, en effet, qu'en suivant une quelconque 
des dix-huit fonctions du système général, dans tous les 
états de grandeur que fait naître la variabilité du rapport Zr, 
on doit trouver ce qu'elle devient, ou quelle place elle oc-^ 
cupe, lorsque k est égal à zéro ou à l'unité. C'est là ce que 
nous chercherons. 
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SIXIÈME LEÇON. 

à 

Transformations imaginaires des fonctions inverses. — Périodes imaginaires. 
— Double périodicité. — Transformations complémentaires. — Valeurs qui 
annulent et rendent infinies les fonctions inverses. — Multiplication des 
transcendantes. — Découverte d'Abel. 



§ lvii: 

DÉFINITION ET EXEMPLE. 

Les neuf fonctions (A,, B,, Q), jointes à leurs conjuguées 
(A) rX Q), forment six groupes , contenant chacun trois 
fonctions inverses d'une même famille de surfaces isother- 
mes. Nous avons vu comment, à l'aide d'une transformation 
réelle, on pouvait passer d'un des six groupes à un autre, 
convenablement choisi. Il s'agit maintenant de rechercher 
si le même genre de passage peut aussi s'opérer à l'aide 
d'une transformation imaginaire. Un exemple, pris dans le 
système des surfaces isothermes de révolution , définira ce 
nouveau procédé. 

On sait que les fonctions inverses appartenant aux hyper- 
boloïdes de révolution à une nappe sont 






E(s) E(s) 



Or si Ton change, dans ces fonctions, s ene^ — i, on a 
.identiquement • 

i i C(es/ — i) 



,, . ^ =r s. = u — i 



= v^ 



sin s 



E^y 7 — i) coss FW— i) coss 

ou 

H sec (s y/ — i) = sec s, H tang (e v^ — i) = \j — i tan g £ î 
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et sec e, tang e, sont les fonctions inverses des ellipsoïdes 
planétaires , auxquelles on est ainsi passé , à l'aide d'une 
transformation imaginaire. 

§ UV1II. 
MÉTHODE DE RECHERCHE. 

On observera que, dans cet exemple, la fonction paire 
H séc (e \/ — i) a produit directement la fonction paire séc e, 
et que la fonction impaire H tang(e ^ — i) n'a donné la 

fonction impaire tang i qu'avec ^ — i pour coefficient. Cette 
remarque, toute simple qu'elle soit, est la clef, ou le point 
de départ de la recherche qu'il s'agit de faire. En effet, s'il 
est possible de passer d'un des six groupes du système géné- 
ral à un second, par le changement de e en s \/ — i > la fonc- 
tion impaire du premier groupe doit donner la fraction im- 
paire du second, avec ^ — i pour coefficient $ c'est-à-dire 
que si F et G sont ces deux fonctions impaires, on devra 
avoir 

Il est d'abord évident que, F étant une fonction impaire 
quelconque, le résultat du changement de sa variable s en 

e y/ — i donnera toujours le produit de V 7 — i par une fonc- 
tion impaire G de e ; mais pour que, F étant une fonction 
inverse, G en soit une autre, il faut certainement une 
condition. C'est cette condition qu'il faut trouver. 

§ LIX. 

CONDITION D'UNE TRANSFORMATION IMAGINAIRE. 

Rappelons la liaison d'une fonction inverse impaire avec 
sa variable. Les équations (6) du § 37 donnent, pour les 
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fonctions impaires A , Bi , C s , 

_ dA __ dBt __ dC 2 



BC Ci Ai A 2 B 



2 



Si, à l'aide des relations (5) du même paragraphe, on 
substitue les valeurs de B et C en A, de C t et A t en Bi , de 
A, et Bî en C 8 , les fractions 

dk £B, dC 3 

^ s/ *> — a* ^T^T*' <JÂ fT —B] v^'-i-bî' v y *' ï +c;v / rHhcT 

seront respectivement les différentielles des variables dont 
A , Bi , C s sont les fonctions inverses ; et les fractions - 

(3) dk ' , ' dJS * - , dCl ' 

exprimeront respectivement les différentielles des varia- 
bles ayant A', B', , C' a pour fouctions inverses. Désignons gé- 
néralement les six fractions (2) et (3) par — , ledéno- 

minateur symbolique indiquant le produit de deux radi- 
caux en ^% dont la forme diffère avec $. 

Cela posé , F et G étant deux des six fonctions A , B t , C f , 
A', H l9 C' a , ou a, par hypothèse, l'équation (1), ou sim- 
plement F = G . *J — 1. Or, la variable de F étant s y/ — 1 , 

d¥ 



la différentielle d.e ^ — 1 de cette variable sera ■ ; la 

variable de G étant e , la différentielle d.e de cette va- 



dG 
doit donc avoir 



riable sera 5 et, puisque d. e y 7 — 1 = sj — * d.e , on 



u\ dF 1 dG 

(4) -JTT^TT^V-' 



&(F) Y <ft(G a ) 
Telle est la condition nécessaire pour que le changement 
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de e en e sj — ï transforme la fonction impaire d'un des six 

groupes, dans le produit par \/ — 1 de la fonction impaire 
d'un autre groupe. 

§LX. 

TRANSFORMATIONS IMAGINAIRES DES (A,, B,* CJ. 

Il est maintenant facile de reconnaître, à l'inspection 
des six fractions (2) et (3) , quels sont les couples de fonc- 
tions impaires qui se prêtent à ce genre de transformation. 
On a d'abord le couple ( A , C' a ) , car si dans la fraction 

, on pose A = y 7 — 1 C 2 , 



v 7 *» — aV 1 — a 2 

elle devient 



ver dC 



J* 7 +C 2 \/i-hC\ 



et la condition (4) est vérifiée. On a aussi le couple (B n B',). 
car si dans la fraction 

? on pose B = y — - 1 B, , 



y/*" — B] y 7 * 3 -+- B 
elle devient 



/ rfB' t 

sjk* — B', y 7 *" 4- B', ' 



et la condition (4) est encore satisfaite. 

Le premier couple (A, C 2 ) a son réciproque (C 2 , A); 
ces deux ont leurs conjugués (A', C 2 ) , (C 2 , A') ; le second 
couple (Bi, B',) a son réciproque (K , Bj) qui est en même 
temps son conjugué*, ce qui donne exclusivement six cou- 
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pies sur lesquels l'épreuve réussit. Il existe donc, pour les 
six groupes, du système général que nous étudions, six 
transformations imaginaires qui sont respectivement défi- 
nies par les six formules 

c,(ttP7) = ^prA(t), 



(5) 



A'( sv d7) = v /Z7c 2 (.), 

C, {tif^l) = i/=ï A' (t), 
B, {t^~i) = y/^ B\(,), 

A chacune de ces formules il faut joindre les fonctions 
paires correspondantes, lesquelles se transforment sans 
coefficient; on les obtient à l'aide des relations (5) du §37, 
ce qui donne le tableau suivant : 

B (nP7) = B',(«), C («*/=!) = A', («), 

B;(fV=T)=B(.), A' 1 (t^=T) = c(o, 



(5 bis) 



B'(f^=7)= B,(0, C'(e^ r T) = A J (0, 

B,(e V / :r i')=B'(e), A,(i^=7) = C'(e), 

C,(i\Fï) =*,(«), a,(«v^T) = C,(0, 

C t W=ï) = A,(i), A',(i^=T) = C,(f). 



§ LXI. 

PÉRIODES IMAGINAIRES. DOUBLE PÉRIODICITÉ. 

Ces formules (5) et (5 bis) établissent facilement la dou" 
ble périodicité des neuf fonctions inverses (A, , B,, C,)j car, 
puisque chacune d'elles a une période réelle, il résulte des* 
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liaisons précédentes qu'elle a aussi une période imaginaire. 
En effet , prenons particulièrement la fonction A t \ on sait 
déjà qu'elle ne change pas quand on augmente la variable 
de 2 izj\ i étant un nombre entier quelconque ; mais dans la 

formule C 7 (e y — = Ai (e) , prise au tableau (5 bis) , le 
premier membre ne changera pas non plus , quand on rem- 
placera sa variable e y— 1 par e y 7 * — 1 — 4/gf, 7 étant en- 
core un entier quelconque , ou par (e -f- 4/^ ^ — 1 ) y 7 — 1 , 

c'est-à-dire quand on ajoutera ^jxssf—i à e; le second 
membre Ai (e) de la même formule devant jouir de la même 
propriété, il s'ensuit que la fonction Aj ne change pas quand 

on ajoute 4j&\ — * à sa variable. On a donc, en réunis- 
sant les deux additions périodiques, 

A,(e -+- lin' -\- fors \j—i) = A, (s). 

Les autres fonctions inverses , considérées successive- 
ment, en ayant égard aux différences des périodes réelles, 
signalées aux §§ 43, 50, 51 , conduisent à des conséquences 
analogues , et l'on a le tableau 



B 



(6) 



A, 
B, 
C, 

A, 
B, 

C 



s 4-4' CT H- 2y«r' \j— i) = A(s), 
s -f-4/CT + 4yo'v^T)=B(s), 
s H- 2 ibt + 470' *f-î) = C(«); 

e -J- 2iV-+-4./' B » V — = A,(e), 
e -h 4 «'ci' -H 4/° ^ _ • ) = B ' ( s )> 
s -)- 4'ct'H- 2/0 V— 1) = C, (e ); 

s + 4''w-+- 2/V y 7 — 1 j = A, (s), 



e -+- 4 /cT + 4/ w 'V / — r ) = B 2 (e), 

£ -f- 2m 4- 4./*' v 7 — = c '( 6 ); 
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qui résume à la fois la double périodicité des neuf fonctions 
(A/, B,-, G;) et les variations que subissent leurs périodes, 
quand on passe d'une fonction à une autre. On aura un ta- 
bleau semblable pour les fonctions conjuguées (A; , B', , C<), 
en changeant ct en gt', et réciproquement. En résumé, les 
dix-huit fonctions du système général ont chacune une pé- 
riode réelle et une période imaginaire ; et toutes les pé- 
riodes ne dépendent que des nombres gj et ta»'. 

§ LXII. 

TRANSFORMATIONS COMPLÉMENTAIRES. 

. L'introduction de certains compléments , différents d'un 
groupe à l'autre, conduit à d'autres formules de transfor- 
mation qu'il importe de connaître. Rappelons les équa- 
tions (6) du § 48, qui donnent en y joignant leurs conju- 
guées , 

/-% ( A, ( £ )=C («*'-£), B, (s)=B' («'— •), C, (i)=À' (cr'-s), 
( A',(s)=:C (w — •), B , I (t)=B(«f— s), C t (€)=A(B — t). 

Dans la dernière de ces formules , changeons e en e \/ — i , 

A (ct — e \j — i) sera égal à C, ( e ^ — i ) , qui , d'après le ta- 
bleau (5), est égal à A, (s)-, en outre, on peut écrire 

A (gj — e y — i ) sous la forme 

A [— v cr7( s4 - CTV ci7)], 

ou , A étant une fonction impaire , sous celle-ci 

— A[(t + mtf=ï)tf^ï], 
et, d'après le tableau (5), cette dernière expression est 

égale à -==C, (e -+- u \/ — i). On a ainsi la première ligne 

y 7 — i 

6 



82 ' LEÇ0HS 

du groupe suivant : 

A(w-i^^) = C , l (i^) = A l (i)=^=cr,(i + «rV ::: ï)i 

(8) b(w - e ^=7) =b\ (i ^7) = ^7b, (•)=#, (« +© y'^T"), 

les autres ligues résultant des mêmes transformations et de 
rapprochements semblables. 

Le groupe (8) conduit au tableau que voici : 

A (gf — e \/— i) = A, (s), 

B "(bj — e ^"ï) = \/^7*B 2 (g), 

C ( CT — g ^7) = C,(i); 

A 2 (gj'\/— i — s) = A, (s ^ — i ), 
(9) { B^gt'v^T — i) = — B.(i sP7), 

A 2 (gf +o' ^ — i — s) = A (s), 

B 2 ( ci + cr' V / -~^ — = /--^ B ( s ) y 

La première case était écrite. Pour la seconde, on rem- 
place Téqifation A', (e -+- gj ï/—ï) =A'(e s/^T), incluse 

augroupe (8), par sa conjuguée As8(oV—i-he)= Ai (eV^-ï)î 
puis on change le signe de £ 5 et les autres formules de la 
même case s'obtiennent de la même manière. La troisième 
case se déduit des deux autres : car si , dans la première 
formule de la seconde case , on change e en e — xs , 
A t (cr-r-Tj' v^^ ~ sera égal à A, [(e — xs) v/^7]» qui? 
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d'après la première case, est égal à A jtar — ^ — i [(e — u) y 7 — i Ji > 
ou à A (c)-, et les deux autres formules résultent de la même 
opération. 

A l'aide des tableaux (6) et (9), aussi importants l'un 
que l'autre > on détermine toutes les valeurs réelles et ima- 
ginaires de la variable, qui rendent une quelconque des 
neuf fonctions (A,-, B,, C,), ou nulle, ou infinie. 



§ LXIII. 
VALEURS ANNULANT LES FONCTIONS INVERSES. 
Dans le premier cas , on sait déjà que 

A(o)=o, B(bf)=o; B,(o) = o, d(w'):=:o; C,(o)=o. 

Pour la fonction C, la dernière formule du tableau (9) 

a son premier membre nul quand e = tr -I- xs' >J — 1 , il doit 

en être de même du second ; donc C (gf -H xs f ^ — 1 ) = o. 
Pour la fonction A , , la première formule du même tableau ( 9) 

a son premier membre nul quand e = -7= = — - ts y 7 — 1> 

il doit en être de même du second 5 donc A t (vr sj — 1) = o. 
Pour la fonction B t , le second membre de la seconde for- 
mule de la deuxième case du tableau (9) étant nul pour 
s = o , il doit en être de même du premier membre -, donc 

Bj (©' s/ — = °« Enfin, pour la fonction A s , le second 
membre de la première formule de la même case étant nul 

quand t = — ci , le premier donne A t ( xs -+- ta 1 y 7 — 1 ) = o. 

Si , à ces valeurs particulières , on ajoute les multiples 

indéterminés des deux périodes qui appartiennent à chaque 

6\ 
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fonction , d'après le tableau (6) , on aura 
A (4 / gt 4- 27 m f ^ — 1 ) = o , 

b [(4i-Ki) CT -i-4 t / cy ' v /iri'] = o, 

C [(2/4-1)* + (4y-hi)cr'v^T]=:o; 

• 

A, [21 or' -h (4/' ■+■ i)ct V - " x ] = °> 
(10) / Br(4'cr'+4/° ^—») =0» 

C, [(4/ 4- 1) w'-+- 2y ci V^] = o ; 

A,[(4/ + i)or4-(2y + i)o']^ = T= o, 
B 2 [4/©'+(4y4-i)cr'^ = T] = o, 

c 2 ( 2 1 o -+- 4y ct ' V — ! ) = ° ? 

quels que soient le9 entiers i et j. Et , par l'indétermination 
de ces deux nombres , les parenthèses du tableau (10) re- 
présentent toutes les valeurs réelles et imaginaires de la 
variable, qui rendent nulles les fonctions (A € -, B t , Q). 

§ LXIV. 

VALEURS RENDANT INFINIES LES FONCTIONS INVERSES. 

Dans le second cas, on sait déjà que les fonctions A 8 , 
B a , C 8 sont infinies, quand leur variable est égale à ct. En 
conséquence, et d'après la troisième case (9) , les fonc- 
tions A, B, C seront infinies, quand leur variable sera 

égale à gj' V — 15 et, d'après la deuxième case, il en sera de 
même des fonctions A t , B 4 , Ci, quand leur variable sera 

égale à o'-H tr ^ — 1 (car — s y — 1 = w'-H xs \ — 1 donne 

xs f ^ — 1 — e = u). 

Si l'on substitue respectivement ces valeurs particu- 
lières de c, dans les formules du fcableau (6) , il donnera le 
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suivant : 



(") 



/ A 
B 
C 

A, 
B, 
C, 

A, 
B, 
C 2 



4'CT 4-(2/-M)gt' V / --^] = a > , 

4'cj -h(4y -+-i)sr' v 7 — "*"] = », 
2/ct 4-(4/'-|-i)gt' y 7 — * ] = °o ; 

(2i-4-i)Bj'H-(4y + i)o v^T] = oo , 

(4'-+-0° / -+"(4y-t- , ) w V 7 — i] = oc , 

(4'-+-i)w / -+-(2y-+-i)u y 7 — i ]==:<»; 
(4 ' -4- 1 ) gj -h 2y ©' y 7 — i] = oo , 

(4ï-+-i)w ■+• 4y CT ' v 7 — 1 ] = °° » 
(2/h-i)gj -h 4y ct ' y 7 — l ] = °° • 



Et, par l'indétermination des deux nombres entiers i et/, 
les parenthèses de ce tableau (n) représentent toutes les 
valeurs réelles et imaginaires de la variable, qui rendeut 
infinies les fonctions (A, , B,-, Q). 



§ LXV. 
MULTIPLICATION DES TRANSCENDANTES. 

Désignons par F une quelconque des neuf fonctions in- 
verses , et représentons les formules qui la concernent aux 
tableaux (io) et (i i) par les suivantes : 

(12) F(lr-hl'p v / ^7) = o, F(jr-f-J'p sl~i)=2<x>' y 

r étant égal à gt, p à zs\ si F appartient à l'un des groupes 
(A, B, C) ou (A 8 , Bj, Cj); et inversement, r étant égal 
à gj', p à tj, si F appartient au groupe (Ai, B l7 Ci); les 
quatre nombres entiers I, I', J, J', ayant chacun, suivant 
le cas, Tune des quatre formes 2/>, %p 4- i , 4/ 7 ? 4p -H J • 
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Il s'agit de résoudre le problème suivant : ayant posé 

F(e) = *, F(m) = X, 

où n est un nombre entier, on se propose de déterminer X 
en fonction de x. Il résulte des formules (12) que, pour 
toutes les valeurs de x comprises dans l'équation 



(.3) 



= F (WiW— \ 



X sera nul; et qu'il sera infini pour toutes les valeurs dex 
que comprend l'équation 

M) -='(— ^> 

D'après le tableau (6), le nombre des valeurs distinctes 
de x, données par chacune des équations (i3)et(i4) 9 eny 
faisant varier les entiers I, I', J', J, est limité; il ne saurait 
surpasser n*. 

On peut conclure de là que X s'exprimera en a:, par 
une fraction , dont le numérateur sera le produit de tous 
les facteurs distincts de la forme 



r, _ , (*±ipti)] 



et le dénominateur le produit de tous les facteurs distincts 
de la forme 



[._,(*±ifc£EÏ)], 



cette fraction étant multipliée par un coefficient constant. 
On aura donc, en employant une notation connue, 

(.5) X = M-L ) * _.( l 

„.. F (Î£±£^)] 
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la constante M pouvant être déterminée, à l'aide d'une 
valeur particulière de s , à laquelle correspondent des 
valeurs connues et convenables de x = F (s) , et de 

X = F(/ie). 

§ LXVI. 
DÉCOUVERTE D'ABEL. 

Telle est la solution générale du problème de la multi- 
plication des transcendantes elliptiques. Telle est aussi la 
véritable découverte d'Abel, comprenant à la fois la double 
périodicité, ou le tableau (6), les tableaux (10) et (n), 
ou les séries des valeurs de la variable qui annulent et 
rendent in6nies les fonctions étudiées \ enfin, la for- 
mule (i5), qui était le but principal. Restreindre cette 
découverte à sa première partie, comme on le fait souvent, 
"'c'est méconnaître son importance et sa grandeur. 

En effet, la véritable question que se proposait Abel, 
c'était le problème de la multiplication des transcendantes 
elliptiques, dans toute sa généralité. Les cas particuliers 
qu'on en connaissait, indiquaient la forme algébrique et 
fractionnaire de la solution. Il s'agissait donc décomposer 
le numérateur et le dénominateur de cette fraction. Pour 
cela, il fallait chercher et trouver les séries des valeurs de la 
transcendante , annulant et rendant infinies les fonctions 
inverses* Et pour obtenir ces séries complètes, il était in- 
dispensable d'établir la double périodicité. Telle a été la 
marche analytique de la découverte dont il s'agit. 



Les formules établies dans cette leçon ont prouvé, de la 
manière la plus directe, que les fonctions {A,-, B t -, C 4 ) sont 
' doublement périodiques, et peuvent toutes servir à ré- 
soudre le problème de la multiplication des transcendantes. 
Les mêmes formules signalent en outre plusieurs diffé* 
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rences caractéristiques entre les neuf fonctions inverses. 
Voici les principales. 

Si l'on appelle collectivement quadrant les nombres ty, 

gj', xs sj — i, us' )l — i, on peut dire que le tableau (6) em- 
ploie deux sortes de périodes, les unes à deux quadrants, 
les autres à quatre. On remarque alors que, pour tout B,- ? 
la période réelle et la période imaginaire sont à quatre qua- 
drants, tandis que, pour chaque A,- ou Q, l'une des pé- 
riodes est à deux quadrants, F autre à quatre. 

Abstraction faite des indices et de l'accent , les transfor- 
mations imaginaires des tableaux (5) et (5 bis) changent 
les A en C et réciproquement les C en A , tandis que les B 
sont conservés. Cette loi s'observe aussi pour les transfor- 
mations complémentaires réelles (7). A ce groupe de trans- 
formations réciproques, on peut opposer celui des trans- 
formations complémentaires imaginaires du tableau (9)^ 
lesquelles sont directes, car dans toutes les A, B, C so/it 
conservés; ce qui devait être, puisqu'on obtient chacune 
des formules (g) à l'aide de deux transformations réci- 
proques, faites successivement, comme l'indique le ta- 
bleau (8). 
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SEPTIÈME LEÇON. 



Formules d'Euler exprimées en (A, B, C), en (A n B,, C t ), en (A,, B s> C s ). 
— Formule unique qui les comprend tontes. — Caractère général des 
fonctions inverses (A. y B., C.)- — Compléments naturels de la variable. — 

Formules des fonctions complémentaires. 



§ LXVIL 

RAPPEL DES FORMULES D'EULER EN (A, B, G). 

Les formules d'Euler, exprimées au § 41 à l'aide des 
fonctions (A, B, C) , conduisent à une propriété différen- 
tielle, commune aux neuf fonctions inverses (A/,B;, Q), 
et en quelque sorte indépendante du rapport À\ Cette pro- 
priété pouvant servir à caractériser exclusivement la classe 
de fonctions dont il s'agit, nous ne croyons pas qu'il soit 
inutile de la faire connaître. 

Les formules du § 41 sont les suivantes : 

v yl k z — A'(a) A»((J) 

(>) U^+e^j B (*) B (P) + M«)C(«)A(p)C(p) 

rfl -.M- ^(')C(P)TM')8(')A(P(P) , 
M "*" P;— /•*— A ! (a)A J (P) ' 

il s'agit de les exprimer à l'aide des fonctions (A 2 , B 2 , C 2 ). 
Pour cela, rapprochons aussi les formules (10) et (10 bis\ 
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du § 49, lesquelles sont 

Ne conservant que les deux premiers membres de chacune, 
on en déduit, par des éliminations faciles, 



(3) A(fT-e) = -4-p B(w — .)= X-^i^, C (» — •) = 



Mi) 



Ne prenant maintenant que les membres extrêmes des 
formules (a), les mêmes éliminations donnent 



(4) A=±/£, B = H, C=*'£ 



» 



sans désignation de la variable qui est la même pour les six 
fonctions. Ces dernières relations étaient écrites : ce sont 
les premières du groupe (i5 ) au § 53. 

§ LXVIII. 

LEUR TRANSFORMATION EN (A 2 , B„ C,). 

Si dans les formules (i) on change a en t? — a,a=h|3 
deviendra ts — a db (3 , somme que nous désignerons par e. 
On pourra exprimer: i°les fonctions (A, B, C) de o — <x 
à l'aide des fonctions ( A, , B s , C 4 ) de a par les relations (3) ] 
2° les fonctions (A, B, C) de e et de (3 , à l'aide des fonc- 
tions ( Ai , B s , C 2 ) des mêmes variables par les relations (4) '•, 
et , en supprimant le facteur k commun aux deux membres, 
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la première formule (i) deviendra . 

k **»A,(p) . C,(P) C,(g)B,(g) 
C,( g )_ A,(g)' *]{$) ^ B,(p) A*(g) 

a;(«)'b;(P) 

et l'on aura définitivement 

m Çidl _ * "A,(tt)A,(p)±B,(«)C,(a)B,(p)C,(p) 
lD; B,( C )- _ A;(g)BÎ(p)-*'Cî(p) 

par des calculs de réduction trop simples pour qu'il soit 
nécessaire de les détailler. Les deux autres formules (i) 
donneront de la même manière 



(6) 



i _ B,(p)C,(g)A,(a)q:B(a)Ç(ft)A,(p) 

b,( c )~ a;c«)b»,(P)-*'c;(|3) 

• I hif}— Ai(«)Bi(«)A 1 (p)B,(p)q=*'€i 1 (q)d(p) 
h,(e) A\(«)*\(p)-A>Cl(p) 



§ LXIX. 

SYMÉTRIE DU DÉNOMINATEUR. 

Le dénominateur commua des fractions sises aux se- 
conds membres des équations (5) et (6) est, malgré l'ap- 
parence contraire , symétrique en a et |3. En effet, si l'on 
extrait du groupe (5 ), § 37, les deux relations 

(7) b; = a;-*s cî = a; — i, 

on peut exprimer ce dénominateur en A t seulement : il de- 
vient alors 

|a;(«)[a;(p)-*»]-*'[aï(p)-i]}, 

ou, en réduisant, 

(8) ■ |*_a»[a;(«) + a;(P)] + a;(«)a;(P)}, 
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expression symétrique que nous désignerons par D. On 
arrive encore à celle même expression en réduisant le fac- 
teur 

[*''AÎ(«) + Bl(a)C;(P)]. 

ou 

{(l-A>)À>(a)-HA;(a)-<!>][A;(a)-,]}. 
D'où il suit que D peut s'écrire sous les quatre formes 

[A',(a)B 3 '(p)-*>C;0i)], 

, [a;(p)b;(«)-*'c,»], 

[*"a;(P) + b;(p)cï(«)], 

lesquelles sont conséquemment égales entre elles. 

Ç LXX. 

ISOLEMENT DES (À„ B 2 , C 2 ). • 

Il faut maintenant isoler les fonctions A 2 (e), B a (e), Cj(<?) 
dans les équations (5) et (6). Cet isolement a déjà lieu 
pour B* (<?) , car il suffit de renverser les fractions dans la 
première des formules (6) ; mais afin de ramener le double 
signe au numérateur, il faudra multiplier les deux termes 
de la fraction par 

[B,( p) C,(«) A,(«) ± B,(a) C,(p) A,(p) ] ; 

son dénominateur deviendra ainsi 

[b;(p)cî(«)aî(,)-b;(«)c;(p)a;(p)]. 

Or cette quantité est égale au produit de D par 

[a;(«)-a;(p)] ; 

car à l'aide des relations (7) elle devient 

{[A;(«)-A',(a)][A;(p)-*M-tAJ(P)-AÎ(P)][A;(«)-.*']}, 
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ou bien , toute réduction faite , 
[AÏ(«)-AJ(p)]{X»-^[A;(«) + AÏ(p)] + A;(a)A;(P)}. 

De là résulte qu'en supprimant le facteur commun D , on 
aura définitivement 

(,0) Bl( ' ) = AÏ(.)-AÏ(P) 

Si l'on niultiplie, par cette équation, la seconde équa- 
tion (6) et l'équation (5), Aj(e) et C,(e) sont isolés, et 
l'on a 

A,(p)B,(»)C,(«)±A,(«)B,(p)C(P) 
At(e >- AÎ(.)-AÎ(P) 

■ „ ,,,_ C,(«)A,(p)B,(6)±:C,(p)A,(«)B,(p) . 
' ( } AÎ(«)-AÎ(P) ' 

en supprimant encore D, qui est facteur au numérateur de 
A, (e) sous les deux premières formes (9) , et sous les deux 
dernières au numérateur de Cj(e). (Devant employer fré- 
quemment le procédé de transformation qui fait l'objet 
des trois derniers paragraphes, nous avons pensé qu'il était 
utile de détailler, à peu près complètement, les calculs re- 
latifs à ce premier exemple; nous irons plus vite dans les 
autres applications du même procédé.) 



§ LXXI. 
ANALOGIE DES FORMULES EN (A,, B 2 , C 2 ). 
D'après les relations (7 ), on a 

[A;(«)-AÎ(p)] = [B;(«)-Bi(p)]=[CÏ(«)-CÎ(p)], 

et l'on peut exprimer le dénominateur de B 2 (e) en B 2 , 
celui deC 2 (e) en C f . Par suite de cette modification, les 
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valeurs (10) et (i i) ont une analogie de forme remarquable, 
et qui va se dessiner encore plus. 

Pour simplifier, posons généralement 

A,-(p)B,(«)C < (a)qzA,-(«)B,-(p)Q(P) 

a/(«)-a;.( P ) -*" 

% ■ B,(P)C(«)A,(«)=FB < (a)C,(p)A,(p) _ 
(> 2 ) ( B/(«) — B/(p) "" " 

C,(p)A / (a)B < (a)q:C,(a)A < (p)B.(p) 

c?(a)_cy v p) - " 

Avec cette notation, si l'on intervertit les signes, c'est-à- 
dire si l'on remplace partout ±i par zpi, e devenant 
ci — - » zp(3 ou ci — (a ±|3), les formules (10) et (n) s'é- 
crivent ainsi: 

l&,,= A.O — (a±p)], 

(i3) J*,s=B,[«» — («±p)], 

(r, =q:C,[o — («±p)]. 

Or, d'après les relations 

n r — dA% r a. — dh ' a r — dC * 

Bj vu -3— ) *Jj Aj — — — > A, Dj _ — r— » 

ai at at 

extraites du groupe (6) au § 37, on a identiquement 

A , R /A,(«) rfA,(p) 

*' AÎ(«)-AÏ(P) ' 

B , fi /B,(«) rfB,(P) 



r,= 



b;(«)-b;(P) 



c;(«)-c;(p) 

et par la substitution de ces valeurs, l'analogie devient , 
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telle, que l'on peut réunir les trois formules (i3) en une 
seule , de la manière suivante. 



§ LXXI1. 

FORMULE UNIQUE POUR LES (À„ B„ Q). 

Désignant par F une quelconque des trois fonctions 
(A s> B t , Cj), on aura 

(l5 ' F-(.)-F.(|» =«F[0-(-±TO 

le coefficient g étant l'unité pour A s et B s , et q:i pour 
C 2 ; la constante G étant , dans les trois cas , égale à u, ou 
à la valeur de la variable qui rend infinies les trois fonc- 
tions A* , B, , Cj 5 ce qui devait être , car en prenant les 
signes inférieurs, et faisant (3 = a , l'équation (i5) devient 

Il s'agit d'établir que les six autres fonctions (A, B, C) 
et (A 4 , Bt , d) vérifient la même équation (i5) ; en don- 
nant au coefficient g des valeurs convenables, et à la con- 
stante G la valeur m* ^ — * qui rend infinies les fonctions 

(A, B, C), si F est l'une d'elles, et la valeur gj' -h tr ^ — i 
qui rend infinies les fonctions (A t , B 4 , Ci), si F appartient 
à ce groupe. 

§ LXXIII. 

VÉRIFICATION POUR LES (A, B, C). 

Pour les fonctions (A, B, C), ayons recours à la seconde- 
transformation imaginaire des groupes (5) et (5 bis) ai* 
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§60, en y changeant le signe de £ , elle donne 



C,(-./=ï)=-~=A(.), 

V — « 

(,6) \* 1 (-.f=j) = B( t ), 

A',(-ev/-i)=C(«). 

Prenant les conjuguées des formules (1 3), remplaçant «par 

— a y/ — 1, (3 par — (3 y/ — 1, et passant des (A' 2 , B' 2 , C 2 ) 
aux (A, B, C), à l'aide des relations (16), les «V,, i)l>',,F a 
des premiers membres deviennent respectivement 

aux seconds membres la variable est devenue 

tr-h(a±P) y/— I ou — [©' v 7 ^! -— (a±p)] V 7 "—"'» 

et les fouctions ( A' 5 , B' a , C,) de cette variable sont respecti- 

1 
vement égales aux fonctions C, B, 1 A , de la variable 

vs f s/ — 1 — (a db (3), d'après les relations (16). On a donc 
définitivement, par toutes ces substitutions, et en renver- 
sant l'ordre des équations , 

[ x =±À[ CT 'v rz: ^--(«±P)]> 
(17) '«\ ) = j—z[ u > s /~ — (* + $)], 

( r = /^c[*V~--(«±P)]î 
or, d'après les relations (6) au § 37, 

as ci s a e 
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on a donc identiquement 



A'(«) — A»(p) 

(.8) ^ B( ^~zr + B(a) -rff- 

r = r • 



et, par ces valeurs, les formules (17) se fondent dans la 

formule (i5)*, la constante G étant alors ct ; \/ — *> et le 

1 
coefficient g étant =b 1 pour A, , pour B et C. 

§ LXXIV. 

VÉRIFICATION POUR LES (A,, B,, C,). 

Pour les fonctions (Ai , Bj , C, ) , rappelons la première 
case du tableau (9) au § 62; en y changeant le signe de e , 
elle donne 

à(gt -4- «V 7 -— = A,(e), 
(19) \ B(nr + £ sf^ï) = ^zL. B, ( e), 

C(cr -f-i^— lJ = C,(f). 

N'écrivons les formules (17) qu'avec les signes inférieurs, 
et conséquem nient le second membre de la première avec 

le signe — seulement. Remplaçons a par t? -+- a \/ — 1 , (3 par 

tf + (3 y 7 — 1, et passant des (A, B, C) aux ( A M B t , C t ) à 
laide des relations (19), les Jk, afî>, T des premiers mem- 

7 
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bres deviennent respectivement 

1 1 1 

, — **•>! > — / — ifei , — r t . 
V-i ^— 1 V — ' 

Aux seconds membres la variable est devenue 

* 

^— I [or' + (a — f)] f ou CT +|y-f-©V^-^ — (« — P)]\^--Û 

et, d'après les relations (19), les fonctions (A, B, C) de 
cette variable sont respectivement égales aux fonctions 



( A t , - rB t , C, j de la variable nouvell 



e 



cx'-f-cxv/— *— ( a — P)f 

que nous désignerons par u. Substituant ces valeurs dans 
les formules (17) , toujours écrites seulement avec les signes 
inférieurs, on a d'abord 

ei>, = - ' A,(w), ift,,— -L=B t (»), r l= = — C,(«). 

Rétablissant maintenant les signes supérieurs, c 1 est-à-dire 
mettant =p B t ((3) au lieu de B 4 (|3) , seule fonction impaire 
de jS , ce qui exige que l'on multiplie la seconde équation 
par rp 1 pour conserver à ifoi la forme (11) \ on a définiti- 
vement 

«*.,= -7= À, [©'-»- »^7— (a±P)], 

(20) / . r * , _ 

[ r, = — CfcZ-f-o^T— (a±p)]; 
or, d'après les relations (6) au § 37, 

B, C, = -7— ) C,A, = — -, A,B, = -~; 

«£ <is r/e. 



«s 
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on a donc identiquement 

I _ A| (P ) -^r-»- Ai(tt) -rfp~ 

*— AÏ(«)-AÎ(P) ' 

(21) ' tf _ f/g !£_, 

b;(«)-b;(P) 

vp> fia + V ; rfS 

r, = r - 



^ c;(«)-c;(p) 

et, par ces valeurs, les formules (20) se fondent encore 
dans la formule (i5); la constante G étant cette fois 



«J-hiarv 7 — 1, et le coefficient g étant ■- , ■■ pour A^ 

V— > 

± V — 1 pour Bi, 1 pour C, . 

§ LXXV. 
CARACTÈRE GÉNÉRAL DES (A„ B l7 C,). 

La vérification est maintenant complète. Les neuf fonc- 
tions (A,, B,-, Ci) ont la propriété commune de satisfaire 
à l'équation différentielle (i5) , la constante G étant la Va- 
leur de la variable qui rend infinie chacune de ces fonc- 
tions, et le coefficient g étant =b 1, - - — * zh si — 1, 1, ou 

zf. 1. Le tableau suivant résume , d'une manière simple et 
facile à retenir, la correspondance de la fonction, de la con- 
stante G, et du coefficient g : 
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On voit que les fonctions impaires A , Bi , C, sont les 
seules pour lesquelles le coefficient g est affecté d'un double 

signe , et que les valeurs dz i , zb v 7 — i, =F 1 , correspon- 
dantes à ces fonctions, forment une progression géomé- 
trique dont la raison est y—i\ ces doubles valeurs occu- 
pent les extrémités et le milieu de la série g\ le premier 

intervalle est composé de trois valeurs simples, égales à - - — } 

la seconde de trois autres égales à l'unité; et il y a encore 
ici la même raison si — i. 



$ LXXVI. 

SECONDE FORME DU CARACTÈRE GÉNÉRAL. 

autrement : Si Ton désigne par $ la fraction (12) qui 
correspond à F (c'est-à-dire la fraction dont le dénomina- 
teur est [F 2 (a) — F* ((3) ] , et qui a pour numérateur deux 
termes séparés par le double signe qp , le premier étant le 
produit de F ((3) par les deux autres fonctions inverses du 
même groupe avec la variable a , le second étant le produit 
dé F (a) par les mêmes fonctions avec la variable (3), les 
formules (17), (20) et (i3) seront toutes comprises dans 
celle-ci : 

(23) rf=//F[G-( a ±p)]; 

la correspondance de la fonction F, de la constante G et du 
coefficient /?, étant résumée au tableau suivant : 

G : m'y 1 — 1 ; ci' -f- ct V* — ' 9 CT 

(24) F:* A, B , C ; A,, B, , C,; A 2 , B„ C, . 

h :±i,\/~, si— 1; — y 7 - 1, ±\/— 1, — 1; f, 1 , =F^ 
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La série des h est moins simple que celle des g\ elle eu 
diffère en ce que les termes simples du premier intervalle 

ont pour valeur absolue commune v — i au lieu de -- -> 

V- i 

et que les deux termes qui touchent celui d_i milieu ont le 
signe — . 

§ LXXV1I. 
COMPLÉMENT NATUREL. 

On a ainsi deux modes différents pour caractériser les 
fonctions elliptiques : l'équation différentielle (i5) et le 
tableau (22), ou la formule (2$) et le tableau (24) • Ces 
deux modes ont toute la généralité désirable, car, dans 
aucun d'eux, le rapport À n'entre explicitement; la con- 
stante G dépend seule de ce rapport. En outre, la for- 
mule (23) exprime, de la manière la plus simple, le groupe 
des formules d'Euler, si importantes dans la théorie des 
transcendantes et des fonctions elliptiques. 

Cette généralité et cette simplicité donnent une impor- 
tance réelle à la constante G, qui joue ici le rôle prin- 
cipal. Cette constante est la valeur de la variable qui rend 
infinie la fonction inverse-, telle est sa définition. Mais la 
place qu'elle occupe dans les équations (i5) et (23) lui 
donne un nouveau caractère; e étant la variable ou la 
transcendante, (G — e) est un complément en quelque sorte 
naturel de cette variable; et l'on peut dire que la for- 
mule (i5) ou (23) donne la fonction F du complément de 
(a db (3) , à l'aide des fonctions F de a , et F de /3. 
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§ LXXVIH. 

FORMULES COMPLÉMENTAIRES. 

Par une analogie facile à deviner, on peut désigner 
F (G — t) par coF(e), et écrire l'équation (23) de cette 
manière : 

( 2 3 bis) ^s=A.coF(a±p). 

Si Ton fait (3 = o , on aura la fonction F du complé- 
ment de a , à l'aide de la fonction F de a, ou co F à l'aide 
de F -, prenant successivement les neuf fonctions (À,*, B, , Q), 
on formera le tableau suivant : 

/ * / C „ / — B 

1 coA = — - 1 coB = V — i X-? coC =v — i-; 

A A A 

(*5){coà, = ^k%, roB, = V=T^> coC, = A'^; 

B, B, Bi 

B 2 „A 2 „ k f 

coA,= — ? coB, = A- --, coCi = -p-i 

qui , considéré en lui-même , ou comparé aux groupes des 
transformations réelles du § 53 , donne lieu à une multi- 
tude de remarques , que nous passerons sous silence. Ré- 
pétons , pour prévenir toute méprise, que la constante G 
a trois valeurs différentes , c'est-à-dire que le complément 

de e est ici (ej' \/~ i — e) pour les fonctions inverses 

(A,B,C), (gf'-J-ct V^^ï* — e) pour (A^R,,^), (ct — s) 
pour (A 2 , B 8 , C t ) 

§ LXXTX. 

TRADUCTION SIMPLE DES FORMULES D'EULER. 

Si Ton prend (a ± /3) pour variable, au tableau ( 25 ) , et 
&i Ton multiplie chaque équation par le coefficient h cor- 
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respondant, on obtient les neuf valeurs de A.coF (a ± (3), 
cl l'équation (a3) donne les formules spéciales : 

C, («±p) _ */' _ 

*• ^ — ; ; — rr — * «m * * "" ::= ^ _j lUîi • 



(a6) 



B,(«rfcp) B, la ±pj 

C(«±p)~ " l> " C(«±p)- **' 

B (a±p) 



A(a±p) 



~ — r, 



A,(«±j>) _ 
B,(a±p-;-- r " 

*' 



où les seconds membres ont la forme générale (i£), sans 
modification. pour <A> t , «H> t , ift>j, avec l'échange des signes, 
au numérateur pour X, ift> t , 1%, au dénominateur pour 
Di), T, Tj. Ces formules sont dégagées d'imaginaires et de 
compléments $ ne contenant le rapport k qu'aux premiers 
membres , elles traduisent avec Simplicité et symétrie les 
formules d'Euler. Mais les fonctions de (a z±r |3) n'y sont pas 
isolées, et toute élimination les complique. 



Le caractère général, défini dans cette leçon, persiste 
aux limites de A; c'est-à-dire que les fonctions inverses des 
surfaces de révolution isothermes du second ordre vérifient 
l'équation (i5). En effet, F étant successivement Tune de 
ces huit fonctions, on obtient pour le premier membre de 
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l'équation (i5), que nous désignerons par f , les valeurs 
F = taog 6 , i=qz tang I ^ — (a±p)J, 

f= séc[ l -(«±f*)]i 



F r= séc s , 



F = Htangs, f = ± H tang \^s/— i — («±P) 1 
F=Hséc£, t==-i==Hsécr^v^^~(a±P)| 



F = cote, 
F =. coséc e , 
F= H cote, 
F=rHcoséc6, 



f = 



± cot [o 
zh ^ coséc [o 
±H cot[o 
± H coséc [o 






p)]. 
p)]. 
p)]> 



~(«±p)]. 



qui toutes ont la forme caractéristique; la constante G 
étant, suivant le cas, -, -^ — i, ou zéro \ le coefficient g 



étant i, • __ , :+:/, ou db i. Ainsi les huit fonctions trigo- 

V— i 

nométriques et exponentielles, dont il s'agit, appartiennent 
à la classe des (A 4 , B,, CJ; ce sont leurs variétés aux li- 
mites de k. 
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HUITIÈME LEÇON. 



Système triple de surfaces isothermes et orthogonales. — Coordonnées nou- 
velles. — Aies courbes et leurs éléments. — Variétés des surfaces des trois 
familles. — Hyperbole ombilicale. — Ellipse focale. — Conoïde / = a. — 

Courbe y = /3 = a quand k = 



S> 



§ LXXX. 

SURFACES ISOTHERMES SIMULTANÉES. 

Les propriétés mutuelles des trois familles de surfaces , 
que définissent les fonctions inverses (A,-, B 4 , Q) , dé- 
montrent en quelque sorte la nécessité de maintenir sépa- 
rément ces neuf fonctions , malgré les relations qui permet- 
traient de les exprimer à l'aide de trois d'entre elles. En 
outre, ce sont ces propriétés mêmes qui ont introduit les 
transcendantes et les fonctions elliptiques dans les diverses 
branches des mathématiques appliquées. Et, à ce double 
point de vue, leur étude est indispensable. 

Considérons donc simultanément les trois familles de 
surfaces du second ordre, homofocales et isothermes, que 
représentent les équations 



X 2 y 2 z 

À a ~~ B 1 "" C 



2 



C 2 



» 



, x 2 y 2 z 2 

X 2 Y 2 Z 2 
_L- Z. I c 2 

a;^b;^c;~~ ' 

et désignons, par a la variable des fonctions inverses 
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(A, B, C) des hyperboloïdes à deux nappes, par (3 celle des 
fonctions inverses (A 15 B n Cj) des hyperboloïdes à une 
nappe, par y celle des fonctions inverses (A 8 , B 2 , C t ) des 
ellipsoïdes. 

Les relations qui existent entre les neuf fonctions sont 
données par le tableau 



(*) 



B 2 = * 3 — A 3 , C 2 = i — A 2 , 

bî=a;-a% c: = i-a;, 
b^a;-*', c; = a;-i ; 

a] — a; = b; - b; = c; -h c; (= d* ) , 

AJ — A' = B;-hB' =rc; + c> (=d;), 

a;-a j =:b; + b 2 =: c — c] (= dj), 



la seconde case se déduisant de la première. 

Les foyers constants de toutes les sections principales des 
surfaces (i) sont six points situés de part et d'autre du cen- 
tre, quatre sur l'axe des x, § et §' à la distance b = ch, 

• • • • _ 

F et F' à la distance c : et deux sur l'axe des y, f et f à la 
distance <Jc % — 6* = ch\ d'où résulte A 8 -(- A'* = i. 



§ LXXXI. 

COORDONNÉES NOUVELLES. 

Chaque point de l'espace est l'intersection de trois sur- 
faces (i) : d'un hyperboloïde à deux nappes au paramètre a, 
d'un hyperboloïde à une nappe au paramètre (3 , d'un ellip- 
soïde au paramètre y. Les trois paramètres thermométriques 
(«, /3, y) forment ainsi un système de coordonnées. Pour 
passer des coordonnées rectilignes (x, y^ z) à ce nouveau 
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système, on a les formules de transformation 

!hx =. cA. A t A 2 , 
kk'y = cB B, B 2 , 

que l'on déduit, à Paide de l'élimination, des équations (i) , 
Leur vérification est facile, car, en faisant usage des rela- 
tions (2), et rappelant que à"=i. — A*, ces formules 
transforment respectivement les premiers membres des 
équations (i) de la manière suivante : 

^[^aïaî-(aï-*»)(a;-^)-**("--a;)(a;--i)]=c-; 

ï ^[^AÎA»+(a;-^)(*»--A»)-^(a;-.i)(i-A')] = c'; 



c' 



*'* 



r2 [/^A'AÎ-h(^-A 2 )(A^-X-')-h^(i-A 3 )(i-A])J=:c î ; 



c'est-à-dire qu'elles reproduisent les équations (i). Elles 
donnent en outre , et plus facilement encore , 



X 1 yï cl çl 






a 2 aj b 3 b; ce; *»*' 

équations qui représentent les cônes contenant les courbes 
d'intersection des surfaces (i) , et qui prouvent que ces sur- 
faces se coupent à angle droit. En effet, (xf, y\ z') étant 
les coordonnées courantes, les plans tangents à ces sur- 



108 LEÇONS 

faces, au point considéré (a:, jr, z), ont pour équations 



x.x' y y' zz r _ 
A 2 B 2 C 

J7j?' y y' zz' 

L. --Ï— — c 1 

K K cï ~ ' 



a; b; c; 



° » 



et les expressions des cosinus des angles que ces plans font 
entre eux, ont respectivement pour facteurs les premiers 
membres des équations (4) , lesquels sont nuls. Les sur- 
faces (i) sont donc orthogonales 5 et, d'après le beau théo- 
rème de M. Charles Dupin, deux des familles des sur- 
faces (1) tracent, sur une surface de la troisième famille, 
toutes ses lignes de courbure. 

§ LXXXII. 

SIGNES DES COORDONNÉES. 

La simplicité et la symétrie des formules de transforma- 
tion (3) sont caractéristiques. Ces qualités mêmes ont con- 
duit à la solution de plusieurs questions importantes de la 
physique mathématique, qui autrement étaient inaborda- 
bles. On remarquera que, d'après ces formules (3), x s'an- 
nule et change de signe avec la fonction impaire A , y avec 
B l5 z avec Cj, ou , autrement, que x s'annule et change de 
signe avec le paramètre thermométrique a, y avec le pa- 
ramètre (3, z avec 7. 

§ LXXX1II. 
ÉLÉMENTS DES INTERSECTIONS. 
Les intersections des surfaces (1) qui passent au point 



SUR LES FONCTIONS INVERSES, ETC. IOg 

considéré , forment en quelque sorte trois axes courbes que 
nous désignerons par les lettres S, Si, S 2 . Sur S, intersec- 
tion des deux surfaces aux paramètres (3 et y, c'est a qui 
varie seul , sur Si c'est |3, sur Si c'est y. On aura donc 

H, Hi , H t étant des fonctions de (or, (3, y) qu'il importe de 
déterminer. 

Pour H, soient dx^ dy. dz\es projections de dS sur les 
trois axes rectilignes ; les cosinus des angles, que la direc- 
tion de dS fait avec ces axes , seront 

dx dy dz \ dx i dy \ dz 

dS' dS' dS J ° U H^' H^' H^ ; 

or la somme des carrés de ces cosinus est l'unité , on a donc 

Cela posé, sachant, d'après les relations (6) au § 37, que 

a cl do. n ol 

les formules de transformation (3) donnent 

dzV 



(d.vy /dry /■ 



d0L 

rr -^ ( k" A '; A ) B 2 C -+- l\] B* A J -*- k' C\ C] A 2 B') ; 



r* 



*- X 



la parenthèse du second membre peut être exprimée en 
A, seulement à l'aide des relations (2), et, parce que 
À'* = 1 — fc% elle se réduit définitivement à 

/• j ^[A;A!~(A;4-A;)A'+A j ], * 
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ou au produit 

m"(a;— a 2 )(a;— a j ), 

on a donc enfin 

H== c sJJl] — A» s/^l — A'. 
On trouve, par des opérations semblables, 

h,=^v / aî — a; va;— as 
h, = c \/a; — a* \/a; — a;. 

Ou bien, désignant comme nous T avons fait dans la seconde 
case du tableau (2), par D%D|.D] les triples valeurs 
égales écrites aux trois lignes de cette case 5 on a plus sim- 
plement 

H==^D,D 2 , H, = cD a D, H, = cDD,. 

On conclut de là 

(5) dS= <?D,D,*/a, </S, =cD 2 Dû?p, rfS, = cDD,^7. 

Et Ton pourra exprimer indifféremment les D t - par les A,, 
par les B, , ou par les C 4 . 

§ LXXXIV. 

USAGE DE CES ÉLÉMENTS. 

Les valeurs (5) des dSi permettent d'évaluer : i° par des 
intégrales définies simples la longueur de Tare S,- compris 
entre deux surfaces (1) de la famille correspondante; a par 
des intégrales définies doubles Taire d'une portion de chaque 
surface (1), limitée par quatre des lignes de courbure de 
cette surface •, 3° par des intégrales définies triples le vo- 
lume compris entre deux surfaces au paramètre «, deux au 
paramètre (3 , deux au paramètre y. Mais pour bien saisir 
ces applications des différentielles (5), il est nécessaire de 
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connaître les variétés des surfaces (i) , et de .préciser les li- 
mites des paramètres therniométriques (a, (3, y). 

§ LXXXV. 

VARIÉTÉS DES HYPERBOLOIDES A DEUX NAPPES. 

Commençons par les hyperboloïdes à deux nappes. 
Quand a = o , on a 

A = o, B = /-, C = i, 

et la première équation (i) se réduit àx'=o, quels que 
soient y et z \ la surface est alors le plan des zy dans toute 
son étendue. Quand « = db gj, on a 

A— ±*, B = o, C = A', 

la même équation se réduit à y = 05 z et a: restent indé- 
terminés, mais de telle sorte que l'inégalité 



, 2 u* > * 



*' 2 

soit toujours satisfaite, afin que la première valeur infini- 
ment petite dey soit réelle 5 la surface est alors entièrement 
couchée sur le plan des zx dans les deux parties intérieures 

à l'hyperbole qui a pour sommets les points S et #', et 

pour foyers F et F'; c'est une plaque hyperbolique à deux 
nappes. On imaginera facilement toutes les formes succes- 
sives que prend la surface générale entre ces deux limites 
extrêmes. Ses deux nappes, primitivement collées sur le 
plan des zy, s'en séparent de part et d'autre 5 leurs sommets 
s'éloignent de l'origine 5 elles se courbent vers l'axe des x 
et se rapprochent de plus en plus du plan des zx, sur le- 
quel elles s'étendent définitivement lorsque les sommets ont 

atteint les points jf et ir . 
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§ LXXXVI. 

VARIÉTÉS DES HYPERBOLOIDES A UNE NAPPE. 

Passons aux hyperboloïdes à une nappe. Quand (3 = o , 

on a 

Ai = A", B| =o 9 Ci = h , 

et la seconde équation (i) se réduit encore h y = o; mais z 
et x, qui restent indéterminés, doivent maintenant vérifier 
l'inégalité 



X 3 z 7 



Lï 



—&<*•> 



la surface est entièrement couchée sur le plan des zx dans 
la partie extérieure à l'hyperbole définie plus haut; c'est 
une plaque hyperbolique à une nappe. Quand (3 = ±: u', 

on a 

A, = i, B, = :±:*', C, = o; 

la même équation se réduit à z = o; mais x et y, qui res- 
tent indéterminés, doivent vérifier l'inégalité 

la surface est alors couchée sur le plan des xy ; elle occupe 

toute la partie extérieure à l'ellipse qui a F, F', f, f'pour 

sommets, c f et S 1 pour foyers; c'est une plaque indéfinie 
avec vide elliptique. Entre ces deux limites extrêmes, la 
surface générale, d'abord aplatie sur le plan des zx , se dé- 
double et s'ouvre dans le sens des y\ les quatre sommets de 

son ellipse de gorge marchent de S et S vers F et F 7 , du 

centre vers f et f; en même temps la surface s'évase de 
plus en plus, en se penchant de toutes paris vers le plan des 
xy, sur lequel elle s'étend entièrement quand son ellipse de 
gorge a complété le vide définitif. 
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§ LXXXVII. 

VARIÉTÉS DES ELLIPSOÏDES. 
Arrivons enfin aux ellipsoïdes. Quand y = o, on a 
A, = i , B 2 = k' y C 2 = o ; 

la troisième équation (i) se réduit aussi àz = o; mais x 
et y y qui restent indéterminés, doivent maintenant vérifier 
l'inégalité 

*' + Ç> <cli 

la surface, couchée sur le plan des xy, occupe seulement la 
partie intérieure à l'ellipse définie plus haut; c'est une 
plaque elliptique. Quand y = ± n, les trois fonctions A 2 , 
Bj, C 8 sont infinies et égales entre elles $ la surface est une 
sphère de rayon infini. L'ellipsoïde général, d'abord exces- 
sivement aplati , se développe de plus en plus ; ses six som- 

mets s'éloignent indéfiniment à partir de F et F', de f et f ', 
du centre 5 et en même temps les rapports de ses axes ten- 
dent vers l'unité. 

§ LXXXVII1. 

DÉFINITION DES SIGNES. 

Dans cette revue successive , par mouvement et déforma- 
tion, de toutes les surfaces que représentent les équa- 
tions ( i ) , les correspondances de signes que les formu- 
les (3) établissent entre x et a, y et (3, z et y se définissent 
naturellement. Pour le premier hyperboloïde , dès que ses 
deux nappes se séparent du plan des zy^ Tune prend la va- 
leur positive du paramètre a, l'autre la valeur négative. 
Pour le second hyperboloïde , dès que la plaque hyperbo- 

8 
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lique à une nappe du plan des zx se dédouble dans le sens 
des y, la partie qui se développe en avant prend la valeur 
positive du paramètre (3, l'autre la valeur négative. Enfin 
pour l'ellipsoïde , dès que la plaque elliptique du plan des 
xy se dédouble dans le sens des z, la partie qui se déve- 
loppe vers le haut prend la valeur positive du paramètre y, 
celle qui se développe vers le bas la valeur négative. 



§ LXXXTX. 

HYPERBOLE QMBILICALE. ELLIPSE FOCALE. 

Le passage des hyperboloïdes de la première famille à 
ceux de la seconde se fait paç l'intermédiaire de l'hyper- 
bole dont les équations sont 

( 6 ) r = °> p-^^* 2 - 

Le passage des hyperboloïdes à une nappe aux ellipsoïdes 
se fait par l'intermédiaire de l'ellipse ayant pour équations 

y 2 
il) z =°> • r2 + ^ = ^- 

Ces deux courbes , dont les grandeurs et les positions rela- 
tives suffisent pour définir le triple système, méritent d'être 
désignées par des noms spéciaux. L'hyperbole (6) traçant 
sur chaque ellipsoïde de la troisième famille les quatre 
points, si importants dans la théorie de cette surface, aux- 
quels on a donné le nom d'ombilics, nous rappellerons 
Y hyperbole ombilicale. L'ellipse (7) réunissant dans ses 
propres foyers et dans ses quatre sommets les six foyers 
constants du système triple, nous l'appellerons Y ellipse 
focale, nom déjà adopté par plusieurs géomètres. 
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§xc. 

APPLICATIONS DES ÉLÉMENTS. 

L'hyperbole ombilicale est une des courbes S t } elle a 
pour équations 

a—o, p=o; d*où B = o, Bi=o; 

et si l'on exprime les D, par les B,, l'élément (5) de cette 
courbe est dS t = BJ dy; ce qui donne l'intégrale transcen- 
dante 



/ 



*l(y)<i'h 



pour évaluer les arcs d'hyperbole. L'ellipse focale est une 
des courbes S; elle a pour équations 

p = cr', 7 = 0; d'où C, = 0, C a = o; 

et si l'on exprime les D # - par les C t -, l'élément (5) de cette 
courbe est dS = C 1 da -, ce qui donne l'intégrale transcen- 
dante 



/ 



O(y.)d0L, 



pour évaluer les arcs d'ellipse. 

Dans le système des coordonnées (a , |3 , y), l'élément de 
volume est 

dSdS t dS 7 ou c^iy^D^îyldadpdy. 

S'il s'agit d'évaluer le volume total d'un ellipsoïde, on in- 
tégrera cet élément dea = oàa==u, dej3 = o àj3 = xs\ 
de y = o à y } ce qui donnera la partie du volume cherché 
comprise dans l'angle trièdre des coordonnées positives, et 
qu'il faudra conséquemment prendre huit fois. On sait 

d'ailleurs que le volume total est ^ 7r c s h% B f C% 5 on aura 

8. 
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donc identiquement 

(8) ^ C H D' D] D] doidp tlyz=^A i B 2 C,; 

résultat vérifié par Poisson , lors de l'apparition des nou- 
velles coordonnées. 

On conçoit que si l'on a , entre les paramètres du sys- 
tème triple (i), une équation de la forme F (a , |3 , y) = o, 
le lieu géométrique des points de l'espace dont les coordon- 
nées (a, (3, y) vérifieront cette équation sera une certaine 
surface ; que si Ton a deux équations entre les mêmes varia- 
bles , elles représenteront une ligne courbe. Dans les deux 
cas , si Ton veut exprimer le lieu géométrique en [x , y, z) , 
il faudra éliminer les paramètres (a , /3 7 y) entre les équa- 
tions données et les formules de transformation (3). Voici 
deux exemples pour lesquels celte élimination s'opère sans 
difficulté. 

§ XCI. 
CONOIDE 7 = a. 

Dans notre système de coordonnées , a et y varient entre 
les deux mêmes limites — xj et 4-cy, et Ton peut se de- 
mander quel est le lieu géométrique des points de l'espace 
pour lesquels y et a ont la même valeur numérique, c'est- 
à-dire de reconnaître la surface dont l'équation est y = a. 
Pour tous les points de cette surface on aura, d'après les 
formules (2) du § 67, . 

substituant dans les formules (3) , elles deviennent 

* AC n „ AC 

(9) * = CÀ,— » jrrrB,, 2 = fC,j ; 
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et l'on a successivement, à l'aide des relations ( 2) , 

r* k* -4- v a 
£. — ^1 — ' — AÏ __ C 2 *' 2 — y* 

x 2 ~~ k\~~ A 2 ~~ ^ X' -4- j 2 ' 
l'équation en (jr, y, z) de la surface cherchée est donc 

r 2 (.r 2 -4- z 2 ) = c 2 (*' 2 x 2 — k 2 z 2 ). 

On peut mettre cette équation sous les deux formes 



z = ±x 1/ — , 

V CV + y 2 

<? (r a + * — c 2 k' 2 ) = (x 2 -f- z 2 — c 2 ) (c 2 k' 2 — y 2 ). 

La première montre que la surface est engendrée par le 
mouvement d'une droite qui reste constamment parallèle 
au plan des zx, en rencontrant toujours l'axe des y \ c'est 
un conoïde. La seconde forme fait voir que la courbe d'in- 
tersection des deux cylindres droits 

y 2 -f- z 2 = c 2 k'\ x 2 + z 2 =zc 2 

se trouve sur la surface ; cette intersection peut être prise 
pour la directrice du conoïde. La surface est entièrement 
comprise entre les deux plans parallèles à celui des zx, 

menés par les foyers constants f et f'. 

§ XCII. 
COURBE 7 = p = a QUAND k = -i=. 

La coordonnée ]3 variant entre les limites — ta 7 et -h ta/, 
différentes de — tj et -f- u , on ne pourrait pas traiter aussi 
simplement le cas d'une surface dont l'équation contien- 
drait |3. Mais il existe un système triple pour lequel on re- 
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trouve la même simplicité; c'est celui qui correspond au 
rapport k = A / = — ; son conjugué se confond avec lui, et 

l'on a g/= u. On peut alors se demander quel est le lieu 
géométrique des points où les trois paramètres ont la même 
valeur numérique, c'est-à-dire de reconnaître la courbe 
représentée par les équations |3 = y = a. Cette courbe se 
trouve déjà sur le conoïde y=a, dont l'équation en (.r, /, z) 
est actuellement 



c* 



Pour trouver une seconde surface qui contienne la même 
courbe, rappelons les formules (6 bis), § 48, en y suppri- 
mant les accents et faisant h = À / = -=i elles donneront 

Y» 

A - ' R - A C- B 

A, — — — * 15, — — — , t,, = — 5 

pour tous les points du lieu géométrique cherché, lequel 
est tel que |3 = a ; substituant ces valeurs dans les équa- 
tions (9) , qui ont encore lieu, dans le cas actuel, puisque 
y = a , elles deviendront 



d'où 



cA c A 

•s = -7=—» 7=-^=-, 3=cA; 
V2B y^C 






et comme C* — B* = #*=: -5 il s'ensuit 

2 

telle est la seconde surface. 
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Les équations en (.r, y z) de la courbe cherchée sont donc 

y 2 (z 2 -+- x*) = atz* = — (x J — t 2 ); 

ce qui donne , pour exprimer le cylindre projetant la courbe 
sur le plan des zx ou la projection même , l'équation 



at 



, » d où — = 

yc 1 2 2 2 dz 



(*- 



a»» y 



dérivée qui se réduit à dz i pour z = o. La figure suivante 




représente cette projection; le cercle a pour rayon c\ les 
deux tangentes au point multiple et de double inflexion sont 
orthogonales ; les deux asymptotes, parallèles à Taxe des x, 



c 



ont pour équation z = zt — • 



Dans les recherches faites à l'aide du système coordonné 
défini dans cette leçon, au lieu des paramètres thermomé- 
triques (a, (3, y), on adopte les paramètres géométriques 
(v, |a, p) , § 35, ou les premiers axes des surfaces orthogo- 
nales conjuguées. Les autres axes sont exprimés par des 
radicaux , qui font disparaître la symétrie des formules de 
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transformation (3). Alors x s 1 annule et change de signe 
avec e ; mais on n'établit pas sans quelque peine que y doit 

changer de signe avec le radical y 7 ^* — A 1 , z avec *Jp* — c 1 . 
En outre, par ces coordonnées (v, ju, p), dites elliptiques } 
l'expression des arcs élémentaires s/S,- est beaucoup plus 
compliquée. 

En général , lorsqu'il s'agit de choisir une variable iodé- 
pendante entre une transcendante et toutes ses fonctions 
inverses , c'est la transcendante qu'il faut prendre. On évite 
ainsi les complications , les ambiguïtés et le défaut de sy- 
métrie. 



—— 
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NEUVIÈME LEÇON. 

Résumé du système général. — Indétermination aux limites du rapport A.— . 

Transformation des (A, B, C) en <JUa; des (A,, B n C x ) en l) l oj8. — Sys- 
tèmes des ellipsoïdes planétaires et ovaires.— Déformations des (A |V B ( . , C,) • 
— Système sphérique général. 



§ XCIII. 

RÉSUMÉ DU SYSTÈME GÉNÉRAL. 

Il est nécessaire de rapprocher plusieurs tableaux dissé- 
minés dans les leçons précédentes , et de résumer en peu 
de mots notre étude actuelle afin de faciliter ses dernières 
conséquences. Ayant pris pour exemple la famille de sur- 
faces au paramètre X représentée par l'équation 

où la constante b est moindre que c, on vérifie sur elle la 
condition de Tisothermie, en trouvant pour le rapport 

S £ :S '(S)V lawm ™ e (v3^ + ïrb) action de 
i seul. Cette somme égalée à - sert à déterminer la fonc- 

— j doit donner le 

paramètre thermométrique e. Trois cas se présentent sui- 
vant que le paramètre géométrique X est inférieur à fe, com- 
pris entre b et c 9 supérieur à c; désignant respectivement, 
dans ces trois cas, par v, jul, p les valeurs de /, par a, (3, y 



celles de e , on a 



LBÇOBS 



(*) 



PP dp x* y* z* __ 

ce qui donne trois familles de surfaces isothermes comprises 
dans l'équation (i). Tous les axes de ces surfaces sont des 
paramètres géométriques importants; égalant donc chacun 
d'eux à la constante c multipliée par une fonction inverse 
spéciale , on a le tableau 

[ v=cA(a), v^ 2 — v' = cB (a), sic 1 — v* = cC (a); 
(3) \ K z=cA,(p), v^'-^^B.fP), v^-P 2 = *C,(P)î 

et désignant par /r le rapport -, les relations 



(4) 



K =-» 




* 2 4- *" = i ; 


A J -4- B' = *» , 


A 2 +C 2 = i, 


C 2 — B» = *" ; 


aj-b; = *% 


AÏ + CÎ = i, 


BJ-f-CÎ=*"; 


a;-b; = a\ 


a;-cî = i, 


B a a — CJ = k'\ 



Représentant par xs et xs' les intégrales définies suivantes 



cr 



(5) 



_ C dv — f° 



rf P 



6' ^/p' — <:' 



y'c'-ft'- v '» ^c'-v" 



i 



• - ■ -i 
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on démontre que les neuf fonctions inverses (3) ont toutes 
une période réelle qui est : 4 CT pour ( A, B, A 2 , B 2 ), atar 
pour(C, C 2 ), 4 CT 'p our (Bi, C t ), 2cj'pourA^ qu'elles 
ont toutes aussi une période imaginaire, qui est : ^xs' sj — i 
pour (B, C, B 2 , C 2 ), acr' \j — i pour (À, A 2 ), ^xs \j — i 

pour (A l5 Bt), 2CT v — l pour C t . Les fonctions (A, B t , C 2 ) 
sont seules impaires; les six autres sont paires. 

Les équations des trois familles de surfaces et les for- 
mules de transformation que l'élimination en déduit , 
sont 



h x -=z cAAi A a , 



( 6 ) \ T7 +•£?-- 7^ = *'> A&'jr=cBB l B i , 



n Z — CvtLii \J2» 



Ces familles de surfaces sont orthogonales , et leurs para- 
mètres (a, (3, y) forment un système de coordonnées; 
a et y variant de — X3 à -+- ny , (3 de — ct' à -h &\ dans ce 
système. 

On passe de la première famille à la seconde, de la se- 
conde à la troisième, par l'intermédiaire de deux courbes, 
dont les équations sont 

| en(*, y, z) en (a, p, 7) 



X 2 

À*" 


— 


x 2 

B 2 


— 


z 2 




cS 


J* 




r 2 




z 2 






K 


-h 


Bî 




c\ 


■ ■ ~ 


cS 




-h 


b; 


4- 


z 1 


= 


c 2 ; 



X 2 z 2 



(7) 



r = o, --- — — c»; a = CT , p=o. 



r 2 

zr=0, .r'-h^ = ^. p = cr ', 7 =o. 



La première est l'hyperbole ombilicale (lieu géométrique 
des ombilics de tous les ellipsoïdes de la troisième famille). 
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La seconde courbe est l'ellipse focale (ayant pour foyers et 
pour sommets les six foyers constauts du système). 



§ XCIV. 

GÉNÉRALITÉ. ANOMALIES. 

Pour toute grandeur de la ligne c, qui ne soit pas nulle, 
pour toute valeur du rapport k } qui ne soit ni zéro, ni 
l'unité, on a le même ensemble de surfaces isothermes or- 
thogonales, de fonctions inverses doublement périodiques, 
et de coordonnées thermométriques. Les nombres vs et u', 
qui dépendent de #, sont finis , et toutes les formules précé- 
dentes n'offrent aucune indétermination. 

Il n'en est plus de même aux limites de h , qui sont zéro 
et l'unité : alors une des trois familles de surfaces semble 
disparaître; les fonctions inverses sont en nombre moin- 
dre*, elles n'ont plus chacune qu'une seule période, réelle 
ou imaginaire •, des deux nombres m et ct' on n'en retrouve 

plus qu'un , qui est - ; enfin , les formules de transforma- 

tion (6) sont indéterminées. Des disparitions et des indé- 
terminations d'une autre nature ont lieu , quand la ligne c 
est infiniment petite ou nulle. Il s'agit d'analyser ces cas 
extrêmes et de rétablir, pour eux, les propriétés du système 
général, avec les modifications qu'exigent ces cas particu- 
liers. Laissons d'abord la constante c finie et quelconque. 



§ xcv. 

INDÉTERMINATION LORSQUE h • = 0. 

Lorsque la constante b est nulle, ou que À = o, le para- 
mètre géométrique v, qui doit toujours être compris entre o 

et b est nul , ainsi que \//; 2 — v% et s]c* — v* se réduit à la con- 
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stantec; les fonctions inverses A et B sont donc nulles, 
etC est égal à l'unité; la famille des hyperboloïdes à deux 
nappes, au paramètre oc , semble disparaître, et les for- 
mules de transformation (6) sont indéterminées. Mais les 

fonctions A , B étant nulles avec À, les rapports t> 7 > sont 

n n 

des zéro sur zéro dont il faut chercher les valeurs. A cet 
effet , laissant k quelconque , on essayera de substituer au 
groupe des fonctions (A , B, C) une seule fonction inverse, 
dont les premières dépendront , et qu'il faudra choisir de 

telle sorte que les rapports - , - soient toujours assigna- 

bles, lors même que k serait nul. 



§ XCVI. 

TRANSFORMATION DES (A, B, C) EN JUa. 

Remarquant que A et B vérifient la relation A f +B f =À% 
que A est une fonction impaire et B une fonction paire , 

A B 

on posera -7- = sin0, - = cos0, et sera la fonction inter- 

médi aire cherchée , si rien ne s'oppose à sa détermination. 
Par son introduction, on a, tableau (3), 

v = &sin0, \Jb 7 — v 3 r=£cos0, v/c'— v l = cy/i— # a sin 2 0, 
ce qui donne d'abord 

cdv d9 



sjb*— v» y/c a — v 2 <Ji— *'sin v 
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et par l'intégra lion 



.= r ** 

Jo \/i — J'sin 2 



7t 

1 



(8) .= r d6 

\ Jo i/i— A'sin 2 






J sji— *' 2 sin 2 *' 



La fonction inverse 0, que nous désignerons par j^a, est 
déterminée par la première intégrale (8) ; les deux autres in- 
tégrales , lesquelles sont définies, sont des expressions nou- 
velles des nombres xs et u'. Les fonctions primitives A, 
B , C seront données par les formules 



(g) —- = sin X a , - = cosXa, C = y i — ^ 2 sin^a. 



L'équation de la première famille de surfaces, et les for- 
mules de transformation du tableau (6), pourront se mettre 
sous la nouvelle forme 



x 2 r 2 . / z 2 



z=z P C*+ 



sin 2 «A, a cos 2 X a \ i — & sin 2 Jl> a. t 

(\o\ 1 x = cAjAi.sinXa, 

h' yz=. cB 3 B,.cosJLa, 

X , z=cCjC,. Y / i--^sin a c ( la, 

qui , vu son manque de symétrie, ne saurait être préférée à 
la première , tant que k n'est pas nul. 
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§ XCVII. 

SYSTÈME DES ELLIPSOÏDES PLANÉTAIRES. 

Mais à cette limite même la forme (10) acquiert une 
importance remarquable par l'absence de toute indétermi- 
nation. Faisant h = o, les intégrales (8) donnent * 

les vraies valeurs des rapports (9) sont 



(12) 



fjj = sina, f-j=cosa, C = 1 ; 



l'équation (10) , de la première famille des surfaces iso- 
thermes au paramètre a , se réduit à 



y* 



f>3) 

sin 2 a cos 2 a 



\ lD ) izzz — -zzn> 



et représente des plans méridiens menés par Taxe polaire 
des z. Les deux autres familles (6) sont des hyperboloïdes 
à une nappe et des ellipsoïdes planétaires, tous de révolu- 
tion autour du même axe des z ; leurs fonctions inverses 
sont, d'après la seconde leçon et les relations (4) , 

J I S10 7 

( B,= À, = = secv, C, = - = tang 7 ; 

' cos 7 COS7 

en sorte que, h! étant l'unité, le nouveau système orthogo- 
nal est complètement déterminé par les formules de trans- 
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formation 

/ x = c.sina.Hsécp.sécy, 

(i5) \ y = c.cosa.H sécp.sécy, 

( z =. c.B. tangfl.tangy. 

Puisque k = o, k=i, l'hyperbole ombilicale ( 7) a pour 
équations y = o, z = o, et se confond avec l'axe des z; ce 
qui donne les pôles pour ombilics aux ellipsoïdes plané- 
taires. L'ellipse focale a maintenant pour équations z = 0, 
x % -\-y* = c*\ c'est le cercle qui passe par les foyers con- 
stants des sections méridiennes. 

§ xcviii. 

PREMIÈRES DÉFORMATIONS DES (A,, B„ Q). 

Ainsi, des neuf fonctions du système général, le pseudo- 
sinus À est remplacé par un sinus , le pseudocosinus B par 
un cosinus, le pseudorayon C par l'unité, B t et A t sont 
devenus une même hyposécante, C 4 une hypotangente ; 
B, et A t une même sécante, C, une tangente. Ne comptant 
chaque fonction double que pour une seule , et ne soup- 
çonnant pas la transformation si remarquable du groupe 
(A,B,C), on ne trouvait que quatre des neuf fonctions. 

Maintenant toutes répondent à l'appel. Mais zj étant -5 et 

xzf infini , elles ont toutes perdu une de leurs périodes : il n'y 

a plus qu'une période réelle, 27: pour ( -? 7' A, = B t )> 

7r pour C 2 , plus qu'une période imaginaire , 2 7T y — 1 pour 

(A 1 = B 1 ),7ry / — 1 pour C^ On peut dire, il est vrai , que 
les périodes qui ont-disparu sont devenues infinies. Quant 
à la fonction C, étant maintenant constante, elle n'a plus 
de périodes. 

Dans les formules (i5) , x change de signe comme sinot, 
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y comme cosa , z à la fois avec |3 et y. Ce n'est plus comme 
au cas général (6), où y change de signe avec (3 -, la fonc- 
tion B l9 d'impaire qu'elle est quand h n'est pas zéro, est 
devenue égale à Aj fonction restée paire. Il y a là un chan- 
gement brusque , qui tient à ce qu'on est obligé de prendre 

P = «/"-*£=, 

Jp f* V ^ — f* 2 

ne pouvant adopter pour limite inférieure jx=& = o, 
qui introduirait l'infini. 

§ XCIX. 

INDÉTERMINATION LORSQUE k ■= i. 

Lorsque les deux constantes b et c sont égales , ou que 
k = i et V = o , le paramètre géométrique fa qui doit tou- 
jours être compris entre b et c, est aussi % égal à b ou à c; 

y/p* — £* et sic 1 — jx* sont donc nuls, alors la fonction Aj 
est égale à l'unité, et les fonctions B t et C t s'évanouissent; 
la famille d'hyperholoïdes à une nappe au paramètre (3 
semble anéantie*, et les formules (6) sont encore indéter- 
minées. On fera disparaître cette indétermination en intro- 
duisant la fonction inverse intermédiaire ty qui, h! étant 
quelconque, sert à vérifier la relation Bî-4-C*=A / % en 

B C 

posant -p = sin<{/, -p = cos<|/. 

§ c. 

TRANSFORMATION DES (A,, B,, G,) EN ift>p. 

Par cette introduction , on aura 

^^^^^^^^^^ • 

y/p* — b 7 = \Jc 7 — à'.SHUj', 
^C 7 — fA s = ^C* — à'.cos^, 
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ce qui donne d'abord 

cd\u 



d^ 



^i — b 7 sjc 1 — jpî* \/ 1 — *'* «OS 2 ^ 



• _ / 



et ensuite, par intégration , 



P = 



(.6) 



GJ 



J ^r^'^'co»*^ 






* 



7T 



C7 






La première intégrale transcendante détermine la fonction 
inverse if, que tious désignerons par ifofj les deux autres 
intégrales ,• lesquelles sont définies, donnent encore d'au- 
tres expressions des nombres u et u'. Les fonctions primi- 
tives (Ai, B,, Ci) sont liées à <p = ifc{3 par les formules 

(17) A,= ^i— A' a cos'il!>p, -77 = sin ifL p , -77 = cosifï>p. 



L'équation de la seconde famille de surfaces (6) et les for- 
mules de transformation peuvent donc se mettre sous la 
forme 



(.8) 



r 



sin'iPop 



ï-= k »L .£ V 

cos'ok? \ i— ^"cos'ifep/ 

Ar = c. A 2 A. y i — X' 2 cos 3 ifc|3, 
*/== c . B a B . sin <\i\> p , 

2= C.CjC.COS'tfbp, 



plus compliquée que la forme primitive, tant que A n'est 
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pas l'unité, ou que k n'est pas zéro, mais qui, à cette li- 
mite, fait disparaître toute indétermination, 

§ CI. 
SYSTÈME DES ELLIPSOÏDES OVAIRES, 
Faisant %*= o , h = i, les intégrales (16) donnent 

(19) +=ift,p=p, *'=-> * = _J^ =Q0 . 

2 */o sin + 

Les vraies valeurs des rapports (17) deviennent 

(20) A,= i, (?i)=sinp, (£i)=cosp. 

L'équation (18), de la famille de surfaces isothermes au pa- 
ramètre |3, est 



(2,) 



f z 2 



sin 2 p cos 2 p 



? 



et représente des plans méridiens menés par Taxe polaire 
des x. Les deux autres familles (6) sont des ellipsoïdes 
ovaires et des hyperboloïdes à deux nappes , tous de révo- 
lution autour du même axe des x ; leurs fonctions inverses 
sont, d'après la seconde leçon et les relations (4) > 

A 2 =^=Hcot 7 , B a =C, = 7 ^ j = Hcoséc 7 , 

(22) { CM C(7J 

A =l$ =Htallga ' B = C -i^) = HséCa ' 

en sorte que, A: étant l'unité, le nouveau système orthogonal 
est complètement déterminé par les formules de transfor- 

9- 
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mation 

Ix = c . H cot 7 . H tang a , 
y = c . H coséc 7 . H séc a . sin p, 
z=c,H coséc 7 . H séc a . cos p. 

L'équation z*= A" f — — c* J? pour l'hyperbole ombili- 
cale, devient z = o, et x doit surpasser c\ la courbe se ré- 
duit à l'axe polaire, moins la ligne qui sépare les deux 
seuls foyers constants ; elle donne encore les pôles pour om- 
bilics aux ellipsoïdes ovaires. L'équation^* = à'* (c* — a: 3 ), 
pour l'ellipse focale , devient y = o, et x doit être moindre 
quec; la courbe se réduit à la droite qui joint les deux 
foyers. 

§ CIL 

DEUXIÈMES DÉFORMATIONS DES (A,, B„ CJ. 

Des neuf fonctions du système général, Aj est remplacé 
par l'unité, B, par un sinus, C] par un cosinus, 6 a et C* 
sont devenus une même hypocosécante , A 2 une hypocotan- 
gente , B et C une même hyposécante , A une hypotangente. 
Mais ces fonctions, toutes retrouvées, ont perdu une de 
leurs périodes $ il n'y a plus qu'une période réelle 2 rc pour 

lus qu'une période imaginaire, 2 rc \/ — 1 pour 



(f'f)'p 1 ' 



(Bt^rCj, B= C), 7T y 1 — 1 pour (Aj, A)} les autres pé- 
riodes ont disparu par l'infini or. La fonction A 1? devenue 
constante, n'a plus de période. 

Dans les formules (23), x change de signe avec a, z 
avec cos/3, y avec sin|3, et ces trois coordonnées changent 
toutes de signe avec y. Ces modifications, au cas général (6), 
tiennent à ce qu'on est obligé de prendre 



-fé 



00 _ 

p 
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ne pouvant adopter la limite inférieure p = c , qui intro- 
duirait l'infloi. 

§ cm. 

SYSTÈME SPHÉRIQUE GÉNÉRAL. 

Il reste à examiner ce que devient le système général 
qtfand la ligne c est nulle. On peut admettre que k et* h! con- 
servent des valeurs fixes, b ayant diminué comme c. Si l'on 
remplace le groupe (A 4 , B f , Cj) par la seule fonction in- 
verse p ou cA 2 , les équations (2 ) deviendront 

x* y 2 z 2 A 

— — — — — — * — c\ Jl~~~~ > — • Ai • 

A 2 B 2 C 2 ' P k " 

* 2 . r 2 . * .n — , „ c, 



p 2 p 2 — A 2 C 2 p 2 — C 2 r A' 

Et si l'on fait c = o , ce qui ne change rien aux fonctions 
(A, B, C), (Ai, B t , d), caries (a, (3, cy, g') mis sous les 
formes (8) ou (16), sont tout à fait indépendants de c, le 
tableau (24) devient 



(25) 



.r 2 y* z 7 

Â 2 ~ b 2 "*" c ; ' 


A A 

* = p. - «A,, 


X 2 jr 2 z 2 


B B, 


a? ■+■ r 2 + * 2 = p 2 , 


* — P«*" J7» 



et les surfaces orthogonales sont actuellement des sphères 
concentriques , et deux familles de cônes homofocaux et 
isothermes, entourant les axes des x et des z. Il ne reste 

plus qu'à substituer la valeur p = - ( trouvée au § 7) , pour 

introduire la coordonnée thermométrique y. 
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S civ. 

APPLICATION NOUVELLE DES dS r 

Si dans les différentielles riS, rfS l5 du § 83, on exprime 
les D, par les A,, qu'on remplace cA, par p, puis qu'on 
fasse c = o , elles deviennent 

ce sont les éléments des courbes sphériques , intersections 
des cônes isothermes et de la spbère de rayon p. On aura la 
huitième partie de la surface de cette sphère , en intégrant 
le produit dS . //Si , de a = o à « = ci , de (3 = o à {3 = u'; 
ce qui donne nécessairement 

jrjfVî(i*)-A'(«)]rf«rffi=^ 

formule que Poisson a vérifiée- 



§ cv. 

SYSTÈME SPHÉRIQUE PARTICULIER. 

Lorsque la question que Ton traite n'exige pas que le 
système sphérique orthogonal ( 25) soit rapporté à ses pa- 
ramètres thermomélriques , on peut prendre pour coordon- 
nées le rayon p, et les deux fonctions inverses et tp, in- 
troduites aux §§ 96 et 400, et, à l'aide des valeurs (9) et (1 7), 
cm a 



(*6) 



I jb= p . sin . y 1 — h' 1 cos 2 ty, 
j = p.cos0.sin ty, 



1 



, z = . y/ 1 — A 2 sin 2 Q . cos \p, 
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le rapport k restant disponible, et pouvant être choisi de 
manière à faciliter la solution que l'on cherche. 
Quand on prend k = i , d'où À'=o,ona 

Sx = p sin 0, 
\- t/ » j==pcosôsini|/, 

[ z = pcosô COSiJ>« 

C'est le système habituel des coordonnées sphériques, dans 
lequel la longitude ^ est seule un paramètre thermomé- 
trique. Les sphères concentriques et les cônes de latitude 
forment bien deux familles de surfaces isothermes, mais p 
et ne sont pas leurs paramètres thermométriques. 



Les diverses propositions établies dans cette leçon don- 
nent lieu à deux observations importantes. 11 résulte des 

À B B 

§§ 97 et 101 , que les rapports y et - quand k = o , ~ 

A* À" A* 

c 

et -p quand A'=o, deviennent sin£ et cose$ mais ces 

vraies valeurs de fractions qui se présentent sous la forme - 

ne sont ni À, ni B, ni B t , ni Ci. D'ailleurs, si Ton fait subir 
à la fonction F = sin e, ou F = cos e, l'épreuve du caractère 
général, défini par la septième leçon, on trouve que le pre- 
mier membre de l'équation (i5), au § 72, se réduit à 

£ • / ■ ,a ; le coefficient s étant =n i dans le premier cas, 
sin(a±p)' © -r- r ' 

-h i dans le second. Or il est impossible de ramener la 

fraction -r—, — t-z\ à la forme sin [G — (a±|8)], ou 
sm(a±P) • l \ ■ /j> 

cos [G — (a zfc |3)], avec une constante finie G, soit réelle, 

soit imaginaire. Ainsi les fonctions sin e et cos e n'appar- 
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tiennent pas à la classe des ( A ( , B, ,Q) : elles n'en ont pas 
le caractère essentiel -, elles n'en sont pas des variétés. 

Le système ellipsoïdal (6) et le système sphérique (25) 
se confondent, se superposent, sont en quelque sorte tan- 
gents à Vinfini; c'est-à-dire pour les valeurs du paramètre 
thermométrique y voisines de ses limites ± cr, et pour les 
très-grandes valeurs du rayon p. Autrement : tous les hy- 
perboloïdes (6) ont leurs cônes asymptotes (a5), et la fa- 
mille des ellipsoïdes s'approche asymptotiquement de la 
sphère d'un rayon infini. Ce dernier genre cTasymptotisme 
diffère du premier, en ce que les familles de cônes (25) 
changent, comme celles des hyperboloïdes (6), d'un système 
à un autre, ou avec la valeur du rapport A, tandis que la 
sphère asymptote des ellipsoïdes reste la même. Cette pro- 
priété que possède la sphère, d'appartenir en quelque sorte 
à tous les systèmes ellipsoïdaux, est d'un grand secours dans 
les applications, comme guide et comme moyen de décou- 
vertes. 
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DIXIÈME LEÇON. 



Problème de la transformation des transcendantes et des fonctions ellip- 
tiques. — Solution générale découverte par Jacobi. — Vérification de cette 
solution. — Nouveau module. — Formules des nouvelles fonctions inverses. 



S cvi. 

PROBLÈME DE LA TRANSFORMATION. 

Le système des fonctions inverses , directes et conjuguées, 
qui dépendent d'une valeur déterminée et fixe du rapport A", 
est maintenant défini aussi complètement que possible. 
Mais si Ton considère l'ensemble des systèmes coordonnés 
correspondants à toutes les valeurs de k comprises entre 
zéro et l'unité, on doit se demander s'il n'existe pas entre 
eux des liaisons qui puissent permettre de passer d'un de* 
ces systèmes à un autre. La solution générale du problème 
de la transformation des transcendantes et des fonctions el- 
liptiques , découverte par Jacobi , répond directement à la 
question, et il importe de la développer ici. 

Nous conserverons la notation des (A,, B,, C,) , tant 
pour éviter la traduction nouvelle d'un grand nombre de 
formules établies précédemment , que pour interpréter plus 
facilement les résultats obtenus , au point de vue des appli- 
cations à la géométrie et à la physique mathématique. Tou- 

tefois rien n'empêche de donner au rapport A" = — le nom 

consacré de module, 

La formule — = BC , jointe aux relations qui existent 
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entre les trois fonctions (A, B, C) , donne le paramètre 
thermométrique e sous la forme 



v/A 2 ~A 2 v/i — A 2 ' 



nous écrirons la fonction inverse A de cette manière A (e; k), 
quand il sera nécessaire de la distinguer d'une fonction 
semblable ayant un autre module *, pour le moment , appe- 
lons x la variable de l'intégrale (i). 

Le problème de la transformation des transcendantes 
elliptiques consiste à trouver une fonction rationnelle y 
de ar, qui satisfasse à l'équation 

w r * = M r _* , 



M et l étant des constantes qu'il faut assigner en même 
temps que la fonction. Le premier membre étant e, on 
aura 

* = A(s; k) et r = A^g;/J; 

c'est-à-dire que la solution trouvée donnera la fonction in- 
verse A de — pour le module /, à l'aide de la fonction in- 
verse A de e pour le module k. On aura donc une formule 
de transformation entre fonctions inverses appartenant à 
des modules ou à des systèmes différents. On conçoit que le 
problème dont il s'agit doit avoir un nombre infini de so- 
lutions; leur recherche est facilitée par le théorème sui- 
vant : 

§ CVII. 
THÉORÈME PRÉLIMINAIRE. 

. Théorème. — Si l'on a obtenu trois polynômes U, V, T, 
ne contenant que des puissances entières et positives de #, 
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et qui vérifient l'équation 

(3) (/* y»— U 2 ) ( V 2 — U 2 ) = (X- 2 — .r') (i — x 2 ) T% 

le troisième polynôme T sera nécessairement égal à l'ex- 
pression 



( 



'£-»£)• 



déduite des deux autres, multipliée par un facteur constant. 
Démonstration. — On peut admettre que U et V sont 
premiers entre eux, c'est-à-dire qu'ils ne sont plus divi- 
sibles par un même polynôme en x. Conséquemment les 
quatre polynômes 

(4) (/v + u), (/v-u), (v + îi), (v-u), 

diviseurs du premier membre (3), sont aussi premiers entre 
eux. De là résulte que chaque facteur simple de T (de la 
forme ax -h &), qui est double dans T 2 , sera aussi double 
dans celui des polynômes (4) qu'il divisera. Soient p, et// 
égal ou inférieur à p, les degrés de U et V •, 4p sera le degré 
du premier membre ( 3 ) , et i p — 2 celui de T ; T aura 
donc ip — 2 facteurs, lesquels seront doubles dans les 
polynômes (4)- 

D'un autre côté, ces derniers polynômes donnent, par la 
différend a lion , 

dll TT rf(/V±U) J^dU T1 dV\ 



(/v±uj-r:-u -^-7-'=/ v — -u 






dx dx \ dx dx J 

v ' dx dx ax dx 

identités d'où résulte que tout facteur double dans l'un de 
ces polynômes , lequel divise sa dérivée, divisera nécessai- 
rement l'expression 

d\J 
dx 



dx I 
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que nous désignerons par W. Ainsi W sera divisible par 
tous les facteurs de T, et son degré q devra être au moins 
2p — 2. Mais les degrés deU et V étant /?,etp'égalou infé- 
rieur à p : i° si />'= p, les termes dont l'exposant est ip — i 
seront égaux dans les deux parties de la différence W, et 
se détruiront, d'où qz=2p — 2$ 2 si p^ = p — 1, il n'y 
aura pas de disparition analogue, et q sera p-hp — 2, 
ou encore 2p — 2;' 3° si p 1 était moindre que p — ï, 
q = p -h p' — 1 serait moindre que 2p — 2, ce qui ne sau- 
rait être. Donc p' sera égal , ou à p, ou à p — 1 , et dans les 
deux cas le degré de W sera ip — 2. Donc enfin l'expres- 
sion W et le polynôme T, qui ont le même degré et les 
mêmes diviseurs, ne peuvent différer que par un facteur 
constant. 

Corollaire. — Puisque Ton doit avoir identiquement 

si Ton substitue cette valeur dans l'équation (3), on en dé- 
duit facilement 



r dx = M 

J V* a — * 7 v 7 ! — *' 




donc , si l'on pose y = — » et que U soit nul pour $ = o, 

sans que V le soit, on aura une solution du problème de la 
transformation. Puis , pour déterminer la constante M, on 
fera x = o dans l'identité qui donne T, d'où 



M=r 



'S). 
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§ CVIII. 

CONSÉQUENCE D'UNE DES FORMULES D'EULER. 

Avant d'aborder la solution générale donnée par Jacobi, 
il y a encore une proposition à démontrer. Continuant de 
désigner par A (e) la fonction inverse dont le module est h r 
la première des formules d'Euler, au § 41, en posant 

a-f-p_=er, a — p = § t 

devient 

r5 i A ("\ _ z A(«)B(p)C( 7 )±A(p)B(«)C(q) 
(0) A ^ j _ A _______ 

On en déduit successivement 

[*q:A(«)][*q:A(*)] = iP^:*[A(<r)+A(*)]4-A(ff)A(*) 

_ f a A («) B (p) C (p) A'(«)B'(p)C'(p)-A'(p)B'( tt )C'(a) -| 
[ "*- *»_ A» («) A' (p) + [ *' - A' («) A' (p) ]' J * 

Or, en exprimant le numérateur de la dernière fraction 
en A seulement, à l'aide des relations 

(6) B 2 = P — A 2 , C 2 = i — A 2 , 

on reconnaît tout de suite, comme au § 70, que ce numé- 
rateur est le produit de [A 8 (a) — A 2 ((3) ] par le dénomi- 
nateur de la fraction (5) , ce qui donne , après réduction, 

[Aq:À(<r)_[*_pA(*)] 

__ X- 2 - A 2 (a) A 2 (?) + 2À(a)B (ft C(P) + A' (a) - A 2 (p) 

#._. A 2 (a) A 2 (p) 

_ 7 , B 2 (P)^A 2 (a)C 2 (p)_H^B(p)A(a)C(P) 
"" * 2 — A 2 (a)A*(p) 

__ [B(p)zpA(a)C(P)r 
~ K *>_ A 2 (a)A 2 (p) 



1 



l4 2 LEÇONS 

En s'aidant encore des relations. (6) , et rappelant la pre- 
mière formule (i3) du § 42, qui est 

( 7 ) • ^ A („-., = §$. 

on aura définitivement 






(*) ■- "v- r/-. _ i-T-A(J)][*q=A( g )] 
( >. . A»(«)A'(p) ~ B»(|>) 

formule qu'il s'agissait d'établir. 

§ cix. 

ÉNONCÉ DE LA SOLUTION DE JACOBI. 
Soit maintenant p = 4) ' — 1 un nombre entier, impair 
et quelconque*, désignons par i la fraction -? on aura 

A (p i) = A (cr) = /• , 
et l'on se rappellera que , d'après le § 42, 

(9) A(2o±i)=q:A(i), A (4bt±s) = ±A(i). 

Gela posé, x étant A (e) , la solution de Jacobi est donnée 
par l'équation 



V» / ./""\ + X"/ -* 2 A 3 (2 i) a» A» (4Q 

où le dernier facteur est essentiellement 
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les signes alternatifs supérieurs ayant lieu si p est de la 
forme 4j ' -H * > elles signes inférieurs si ce nombre est de la 
forme 4/ — i> de telle sorte qu'au dernier facteur il y ait 
toujours le signe — . Il s'agit de faire voir que la valeur 
de y y donnée par cette équation (10), vérifie réellement la 
relation (2), avec une constante M et un module l conve- 
nablement déterminés. 

§ ex. 

TRANSFORMATION DE CET ÉNONCÉ. 

La formule (8), en y faisant et =e 9 13 = 2 m', et A (s) = x, 
devient 



(<■) 



L I " h A(^ — 2/î)/J __ [X- qi A (s — 2 ni)] [^A(i -4-2/?/)] t 



a» A* (2 11/) B 2 (2/2/j 



9 



et si Ton substitue à chaque fraction du second membre 
de l'équation (10) sa valeur transformée à l'aide de la for- 
mule (11) , on parviendra toujours à mettre cette équation 
(10) sous la forme importante 

, v y [fcpA(01[AyA(i-h4Q][Atq=A(«-h8i)3...[^A(f-fr-4(^-i)i)3 - 

1 ; ! /"" AB a (2 , /)B*(4i)..B s (^~i)i 

Deux exemples ne laisseront aucun doute sur la généra- 
lité de cette transformation. Soit p = 5 = 4 • 1 + 1 > l'équa- 
tion posée (10) est 

T j /, *\ L' + MlTjJ , L 1 "" I(ôJ 

7 \ A/ .r 2 A 2 (2 î) *»A'(4 0' 

1 *» * A* 

et, par un double usage de (1 1) , le second membre devient 

[*-A(«)][Ar+A(t— ai)][*-hA(i-hai)][A— A(g-4i)][A~A;g-e4i)] 



H-T 
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Or, en ajoutant ht, 10/0U20 dans le second et le troisième 
facteur du numérateur, 20/ ou 4 ci dans le quatrième, et 
ayant égard aux relations (9), on peut, en ordonnant les 
facteurs, mettre la valeur précédente sous la forme 

ox [A— A(g)][A-A(e-HQ]rA— A(t-H8i)n*- A(tH-iai)J[A— A(t-n6Q] 
V ô) AB t (2i).B'(4i) 

Soit pz=j = £.2. — 1; le second membre de l'équation 
(10) sera 

f \ L f ~Â(5ôJ L^aTsô J L^ÂlôJ 2 . 

kj *>A 2 (2< ) x 3 A 2 (4/) - a» A» (61V 

1 T 2 ' * 2 l 7* 

par un triple usage de la formule (n), cette expression 
prend la forme d'une seule fraction,* ayant pour dénomi- 
nateur 

* 

*.B J (2/).B 3 (4<-).B 2 (6«), 
et pour numérateur le produit des sept facteurs 

[*_A(i — ai)], [* — A(i + ai)], 
[AH-A(f-4i)J, [* + A(e + 40], 
[*_ A(«— 6/)], [*~ A(s-+-6/)].' 

Orj ajoutant à e, i4* ou atj, dans les 2% 3 e , 6 e et 7% 28/ 
ou 4** dans le 4 e , et ayant égard aux relations (9) , on peut 
écrire et ordonner ces facteurs de la manière suivante : 

(ii) [* + A ( s + 40]» [* + A(«+ 8/)], 

* *' [* + A(« + iai)], [* + A(i-t-i6i)], 

[A- -h A(c + 2o/)], [* 4- A(e"+24«')]> 

et leur produit a la forme annoncée (ia). 
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S cxi. 

DÉDUCTION DE y. 

D'après les formes (12), (i3) , (i4) 5 il est évident que le 
second membre de l'équation {12) reste le même, et que 
conséquemment y ne change pas, quand on augmente la 
variable s de 4* : car le premier facteur devient le deuxième, 
le deuxième devient le troisième, et ainsi de suite jusqu'au 
dernier, qui devient [fcqz A (e -f- 4 CT )] ou [ft :+: A (s)], 
c'est-à-dire le premier. Or, si l'on fait x = o dans l'équa- 
tion posée (10), on a 

y 

1 — - = 1 , d'où y = o ; 

doric^ sera nul, non-seulement pour x = o = A (o) , mais 
aussi pour x = A (40? A (8 z") , A (121*),.. ., A [4 (p — l )*]i 
ou, ce qui est la même chose d'après les relations (9), pour 
z = ±A(2z), ±A(40, ±A(6i),..., ±{p — i)L 
D'après cela, si Ton résout l'équation (10) par rapport 

à -, sa valeur sera le produit d'une constante par une frac- 
tion, dont le dénominateur sera évidemment le même qu'au 
second membre de (10) , et dont le numérateur sera le pro- 
duit des p facteurs 

['"AT**)]' [ I + Âtfïï]» 

L'-A^-.wJ' L , + A (,-.)<•} 

C est-à-dire que l'on aura, en employant une notation 

ro 
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connue, 



< ,5 > i-«* 



? = JLf \ A 2 (ait/)/ 

/ **À 8 (a/ii)\ 



m étant une constante qu'il s'agit de déterminer. 

§ CXII. 

VALEUR DE LA CONSTANTE m. 
Or si, dans l'équation (iô) , on fait 

e = ±o, d'où .r= A(±o) =±*, 

le second membre s'annule , et Ton a jr = l', ces valeurs 
correspondantes étant substituées dans l'équation (i5), 
donneront, en changeant les signes des facteurs du pro- 
duit Il placé au numérateur, facteurs dont le nombre 



M 



est pair ou impair suivant que p = 4/ ± *» ei 



en ayant égard aux relations (6), d'abord, dans les deux cas, 

m = n — ; - —4 , 

A* (a m") C a (a»/) 

et ensuite, en remarquant que 

B(a«i) 

d'après la formule (7), plus simplement 

i*G\ nA»(/> — an)i 

lt>) Wl = — ZTT77 ^ ' 

1 IIÀ* ( a ih) 
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§ CXITL 

DÉDUCTION DE i/i - fëY- 

Si l'on écrit une seconde fois l'équation (i o), en changeant 
le signe de j:, et par suite celui dey d'après (i5), si l'on 
multiplie , membre à membre , la nouvelle équation par la 
première, enfin si Ton extrait la racine carrée du produit, 
il viendra 



«■"V-fty-v^w^ 



X* 



A a (/> — 2 /*}//. 



S CXIV. 
NOUVEAU MODULE. 

On peut disposer du module /, encore indéterminé, de 

X I 

telle sorte que si l'on change j en - dans le second mem- 

ri %JC 

Y I • I 

bre de l'équation (i5), - se change en — Soit d'abord - 
ce que devient le second membre par le changement de - 



i 
en - y on aura 
x 



_ * 5 



i i \ x*A?(ini) 

u mx 



n 



/ x 3 A 2 (2 ni)\ 

V — F-) 



■mxUA*{im) ( x 



\ A»(a«"j) 



«t multipliant par l'équation (i5), membre à membre, il 

10. 
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en résultera 



lu m 7 UA.*(^m) nA 4 (/?~ 2«)i 
d'après la valeur (16) de m\ d'où il suit que u sera égal 

à y §j 



§ cxv. 

DÉDUCTION DE \/7^f. 
Avec celte valeur de /, on peut changer à la fois - en -5 et 

- en -9 non-seulement dans l'équation (i5), mais aussi dans 

l'équation (17), qui peut être considérée comme étant une 
conséquence de la première. Par ce double changement, 
l'équation (17) devient, en multipliant de part et d'autre 

par y ^— 1 r 

h* 

\J\ — y* ___ \j\ — x 2 l ~~ x* A 2 (/> — 2/i)r 
r x A 2 (2*1) 

1 — 4— 

x 2 A* (/? — 2 «) r 

__ v 7 ! — x 2 ïtP-* l T 7 

~~ x nA 2 (2/i/).nA 2 ( j p — 2/1)/ n ^ T 



A 2 (2/ïl) 

puis, multipliant par l'équation (i5), membre à membre, 
on aura simplement 



(*&) v/i— ^ a = V 7 * — ** 
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car, d'après la valeur (16) de m et la valeur (18) de /, on a 

ftP^_ 1 ' 

m n A 2 ( 2 ni ) . U A * ( p — 2 ai ) i '~~ 7 ' 

§ CXVI. 

VÉRIFICATION DE LA SOLUTION. 

Ainsi, le groupe complet des équations (i5), (17), (19)9 
avec les valeurs (16) de m, (18) de Z, est une conséquence 
nécessaire, soit de l'équation posée (10), soit de l'équation 
déduite (i5). Or, si l'on pose 



(») 



>*)\'_ v, 



m A \ A 2 (2 m'y 

les trois équations de ce groupe sont, plus simplement, 

U 

(ai) l\/P-y' = s/P— *'.?, 

mettant dans les deux dernières la valeur de y, donnée par 
la première, multipliant ces deux équations l'une par 
l'autre, élevant au carré, et chassant les dénominateurs, 
on aura 

(22) (/'v 2 — u 2 )(v a — u a ) = (* 3 — * 2 )(i — *')(QQ') 2 . 



L 
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C'est-à-dire que les polynômes U, V, T= QQ 7 * (20), véri* 
fient l'équation (3) du théorème primitif; et comme, pour 

j = o,ona 

v-, ,tu - l a- 1 n'-, 

il résulte du corollaire qui suit ce théorème qu'en prenant 
la constante M de l'équation (2) égale à 



( 



g: 



(QQ'). 



dx/ 9 \mA 



la valeur (i5) dey, avec le module / (18), donne une solu- 
tion du problème de la transformation des transcendantes et 
des fonctions elliptiques. 

Cette solution, mémorable dans l'histoire des mathéma- 
tiques, est d'une généralité plus grande çncore qu'elle ne 
paraît au premier abord : car les facteurs des constantes m 
et / sont des fonctions algébriques assignables du nombre 
A (*") , qui , pour un même entier /;, a, comme nous le ver- 
rons, plusieurs valeurs également admissibles,. Si l'on 
adopte pour 1, ainsi que nous l'avons supposé, la fraction 



ta 



-5 gt étant le même nombre que dans les leçons précé- 
dentes , il en résulte que le nouveau module / est moindre 
que l'ancien h , car la valeur (18 \ peut se mettre sous la 
forme 

• /A lp — in) i^* 

1 = kf n ( w '- 

le nombre des facteurs du produit II étante — r- ; or k e$t 

moindre que l'unité , tandis que* les À (p — 1 n) 1, tous 
réels, ne sauraient surpasser le module k. Pour d'autres 
valeurs du nombre À (1) , le contraire a lieu, c'est-à-dire 
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que le nouveau module peut surpasser l'ancien; ce qui 
doune deux genres de transformation des transcendantes et 
des fonctions elliptiques , en quelque sorte opposés , et dont 
l'étude comparative fera l'objet de la prochaine leçon. 

§ CXVIL 

FORMULES DES NOUVELLES FONCTIONS INVERSES. 

L'introduction du complément (zs* ^ — i — s) apparte- 
nant au groupe (A, B, C) et qui est défini au § 78, permet 
d'écrire le groupe des équations (i5), (17) et (19) sous la 
forme suivante : 

\m } v A'(i) — coA 2 (2/!z) 

(* 3 ) |B(:;L M B(,)n B 'J;'- B ' ( r a t» 

v ' 1 \w' I w B 2 (g) — coB'(»jii) 

m 

C U'7 ( ' (?(«)-coC( a ««) ' 

comme on le vérifiera sans "peine à l'aide de la première 
ligne du tableau (a5) , § 78, des relations (6) et des valeurs 
de m et de /. 

La simplicité et la symétrie remarquables de ces for- 
mules ( 23 ) résultent de la notation que nous avons em- 
ployée. Elles nous serviront d'excuse si l'on ne trouve pas 
qu'en rejetant la fonction inverse intermédiaire Xe, § 96, 
appelée Y amplitude de e, nous ayons simplifié l'exposi- 
tion de la découverte de Jacobi. 

Les applications qui termineront le Cours actuel rendaient 
indispensable l'emploi d'une notation nouvelle, fondée sur 
les définitions déduites de la considération des surfaces iso- 
thermes. D'ailleurs, si l'introduction de l'amplitude a réel- 
lement simplifié l'évaluation des transcendantes elliptiques, 
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elle a certainement compliqué l'étude de leurs fonctions in-* 
verses. Ces fonctions étant représentées par des sinus et des 
cosinus, un tel rapprochement, en quelque sorte hétéro- 
gène, a pu retarder la découverte de leurs propriétés carac- 
téristiques. Et même, en ce qui concerne les transcen- 
dantes, on peut douter que les amplitudes soient préférables 
aux paramètres thermométriques, si Ton en juge parla 
vérification pénible, que Poisson a faite, des deux intégrales 
définies multiples immédiatement posées aux §§ 90 et 104. 
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ONZIÈME LEÇON. 



Double solution du problème de la transformation, — » Formules et carac- 
tères des deux transformations. — Théorème sur les transformations d'une 
fonction inverse et de sa conjuguée. — Nouvelle solution de la multipli- 
cation des transcendantes. 



§ CXVIII. 

NOUVELLE NOTATION POUR LES a ET a'. 

La solution générale du problème de la transformation 
des transcendantes et des fonctions elliptiques, posée et 
vérifiée dans la dixième leçon, conduit à des conséquences 
importantes que nous allons développer dans celle-ci. Afin 
de faciliter les renvois , au lieu de commencer une nou- 
velle série de numéros d'ordre pour les formules et les ta- 
bleaux , nous prolongerons celle de la dernière séance. 

Obligés que nous sommes maintenant de considérer si- 
multanément les fonctions inverses de plusieurs systèmes , 
il y a nécessité de désigner autrement les nombres u et tj' 
qui changent d'un système à un autre. Prenant toujours 
une petite lettre pour le module , et la même lettre accen- 
tuée pour son complémentaire , nous représenterons par les 
grandes lettres correspondantes les nombres ci et o 7 qui 
appartiennent à leur système. Ainsi , dans le système pri- 
mitif que transforme la dixième leçon , k et h! étant les deux 
modules complémentaires, K et K' remplaceront xs et gf', et 
les valeurs de ces nombres dans le nouveau système , dont / 
et /' sont les modules, seront L et L'. 
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§ CXIX. 

MULTIPLICITÉ DES VALEURS DE A(î). 

Les facteurs qui composent les constantes m(i6) et / (18), 
ainsi que les coefficients et les dénominateurs qui entrent 
dans les produits II du groupe (i5), (17), (19) delà tram- 
formaticm} sont tous de la forme À 1 (#*), q étant un nombre 
entier. Or, en se servant de la formule d'Euler (5) et des 
relations (6), il sera toujours possible d'exprimer algébri- 
quement tous les A (qî)ï à l'aide de À (1) seulement; si donc 
ce dernier nombre admet plusieurs valeurs différentes, à 
chacune d'elles correspondra une transformation spéciale 
et distincte. Cette multiplicité existe effectivement. Le pa- 
ramètre i est défcermmé par l'équation 

(24) aw^*, 

et quand cette équation est satisfaite, la propriété dont jouit 
l'équation (1 2), de ne pas changer quand e augmente de 4 h 
et d'où découle toute la vérification, est essentiellement 
conservée. Il s'agit de résoudre l'équation (24) par rapport 
à la quantité 1. 

La fonction inverse A est égale à /r, non-seulement quand 
e est égal à xs ou R, mais aussi quand on ajoute à R des 
multiples des deux périodes , réelle et imaginaire , 4 ^ ou 

4K, 2 gj 7 V — 1 ou 2 K' y 7 — 1 [ tableau (6), §61]; on aura 
donc 

A [(41 -h i)R-h *JK' \J^] =^.A,(>')~ *> 

I et J étant des nombres entiers quelconques, positifs ou 
négatifs; d'où 

(4l-M)K-^2JK / v /::r i 



■^ ■ ' « *+ m — t- 



(25) 

p 

Mais au nombre infini des valeurs de /, données par cette 
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équation (a5), ne correspondent qu'un nombre limité de 
valeurs de A (/), par suite de la double périodicité de la 
fonction inverse, et ce nomhre # ne saurait surpasser p* r 

§ cxx. 

♦TRANSFORMATION PAR î RÉEL. 

K. 
Si Vob lait I=s= o, J=s o, on. a i == — » valeur réelle. Con- 
servant les lettres met l, pour désigner le coefficient et le 
nouveau module , dans les formula { i 5 ) , ( 1 7 ). et ( 1 9 )-> s'ap^ 
pliquant à tous les A (1) possibles, nous désignerons par p 

et h les valeurs que prennent m et l quand 1 =^ — 5 et l'es 

formules delà transformation, qui correspond à cette valeur 
réelle particulière seront les suivantes : 

h \fl' / ft* k. L A'(2/l/)J. 

T \ 2 (s)\ i (2ni)~\ 

* = t — L -V — *J 



? 



r A^am") . \ k I 

où 1 est spécialement - » <t> le dénominateur commun, et 

ouïes A sans désignation de module appartiennent au pri~ 
mitif fc. 



1 56 LEÇONS 

§ cx£i- 

TRANSFORMATION PAR * IMAGINAIRE. 

Parmi les autres valeurs de *, il en est une qui, bien qu'ima- 
ginaire , conduit aux formules , pareillement réelles , d'une 
seconde transformation , dont les rapports avec la pre- 
mière sont l'objet principal de l'étude actuelle. Le nombre 
p = kj±i donnant 4 (dzj)-\-i=dbpi on prend dans(a5) 

I = ±/, aJ=i— p;d'oùi=±K— K'j^l+—^, 

P 

K' 
ou bien, en posant — = i ' : 

(27) ^rfcK-Hî'—K')^!. 

Telle est la valeur de i qu'il s'agit de substituer dans les 
formules générales. 

Par cette valeur, on aura 

(A% B 2 , ou C')(2/w)=r (A J , B», ou C 2 ) (2m'— ink') ^7, 

puisque (A, B, ou C) (e±: 2/*K) ne peuvent différer de 
(A, B, ou C) (e) que par le signe. Si l'on rapproche les 
tableaux (5), § 60, et (i3), § 53, on établit facilement les 
relations 

(38) \ B(es/=T)=i^, , - 

en les appliquant au cas actuel , et supprimant ( — a»K') 
dans les carrés (A /2 , B'% ou C' f ) (a ni' — anR'), il vient 
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définitivement, quand i a la valeur (27) : 

A[p *n)i — c>(aj|/ j — (y,^.^— ' B '»(ajii') ' 

la dernière forme résulte de l'équation (7) appliquée aux 
fonctions conjuguées. 

Désignons par 1 et g les valeurs de la constante m (16) et 
du module / (18) dans le cas actuel ; les relations (29) don- 
neront d'abord 

Hk*(p-<in)i = 1 / * V 
kP~* AP~> \C(2«")/ 

et ensuite 

OT -" A'(»f) - 1 "' 1 " A"(a«'') ' 
j étant le nombre des facteurs du produit II. Or il 

faut supprimer ici le facteur (— 1) Q . En effet, la démons- 
tration commencée au § 109 suppose i réel, alors le pre- 

mier membre de l'équation posée (10) est bien 1 — -; il 

doit être 1 zp j quand 1 est imaginaire : car, en vue de tous 
les cas , il n'est pas nécessaire d'assigner d'avance le signe 

•y 

de T au premier membre de l'équation (10), pour que Ton 

puisse déduire la forme de l'équation (i5); et lorsque ensuite 
on veut déterminer m , constante qui doit être essentielle- 
ment positive, d'après le rôle qu'elle doit jouer dans l'équa- 
tion ( 2 ) , si p = 4/ — 1 , on fait x = — h au second membre 
de (i5), lequel devient positif quand i est réel, négatif 
quand 1 est imaginaire *, ce qui apprend qu'à x = — k doit 
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correspondre y = l dans le premier cas, et y == — /dan» 

le second. 

D'après cela, si l'on achève de substituer les valeurs (29) 
dans les équations (i5)> (17) et (19)* les formules de la se- 
conde transformation seront 






A»(6)B"(a/* i') 
*»A M (an/ 

A'(i)C /3 (2/if') 



'') J 

] 



(3o) 



\ 



«(^)-i C «-[-4^] 







= n^i + A'(f)~ v ; 



B"(2/ÏI 



-il 



_„A"(/»-»»K _ 



* = n 



\ 



A' 2 (2/2/') 



*~*P-* n \C'(2«/ , )J 



K' 



if étant — 5 et le dénominateur commun. On remarquera 

qu'ici les produits II ne peuvent s'annuler pour aucune 
valeur réelle de A (e), pas même ceux qui sont aux numéra- 
teurs des B(rî#)etC(-;g)5 car G est toujours compris 
entre k et l'unité, et A entre zéro et h. 



§ CXXII. 



NOTATION DES j,., y . 



Pour simplifier l'énoncé des propriétés réciproques des 
deux transformations (26) et (3o), nous désignerons la 
première par le symbole [/•], la seconde par celui-ci £ p], et 
jc= A (e$ k) étant la fonction inverse primitive, nous re- 
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présenterons par j r et j les fondions nouvelle» que Ton 
obtient par les deux transformations [r] et [p]. Par exemple, 
avec cette notation , on peut dire que les valeur* 



x J 



(3i) 



~=r Il 

h p. k 



A 2 (2 ni) 



x*A>(?.ni) 



1 — 



où 11 = n — ^ — -^ , /< 



= ^n ( 



A(p — in) A 4 



i-t- 



x> B' 3 ( 2 i»f ) 

y P - Lt * ' * yA "( ?/? '*) 

— —"H g»A /a (2m" ) ! 

B"(2/îl')" 



S 



X * 



i4- 



x , . A' 2 (z> — 2/i)r" 
A' a (a/M ) 



^"^ ^-î" \C'(2«l 



n) ! 



sont des solutions de l'équation ( 2 ), car elles donnent iden- 
tiquement 



(32) 



x^ 



dx 



V^i — .t : 



= 1 f P dfp 



§ CXXIII. 

CHANGEMENT DE e EN zyf^i DANS [r]. 

Les équations des tableaux (26) et (3o), ayant lieu 
quelque soit e, peuvent être traitées comme des identités, 
qui existent toujours , lors même que l'on donne à la va- 
riable une valeur imaginaire. Voyons donc ce que devien- 
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nent ces équations lorsqu'on y change e en e y 7 ""^* • P ar ce 
changement, les formules (28) et les relations connues 
entre (A, B, C), entre (A', B', C) transforment successi- 
vement la première (26) de la manière suivante : 



i-H 



* 2 A' 2 (e) 



■'(?■ ") 



1-4- 



B /a (i)A»(awf) 
A /a (g)A 2 (2/ii)' 



i 






n 



*"-4-A"(t) 



B"(s) 

B 2 (2«/) 



ou 



A 2 (2 m) 



^ 2 —A ,J (s)C 2 (2/z/) 

A'^jB^m) 



14- 



ou 



1 — 



*"A'(2Hf) 

A' 2 (s) C 2 (a«i) 



^» 



et les deux autres équations (26) deviennent, par une suite 
d'opérations semblables, 



*' 



1 + 



*(?•* 



A' 2 (e)A 2 (2/») 
B 2 (2/?i) • 

*' 2 



n 






B'(s) n 



A"(0 
C 2 (2m) 



A' a (s)C 2 (2/*Q 
/P 2 



De ces trois équations, celle en B' (-; hf) seul permet 
d'isoler A' (-; h f \ et C ( -; h'\ dans les deux autres , et 
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Fou obtient définitivement le tableau 

(33, j •*(H = ? c ' (,),, [ , -i?në)]- 

r w,' x A 2 (2m)"i 

*= n L ,+A (8) B^)J' 

A 2 (/> — 211)/ ,, 1 I h' y 



où $' est le dénominateur commun , et # la valeur que l'on 
obtient en changeant à la fois , dans la première équation , 

A'u) i Xa 1 J i î î • 

en ... j et — —7 — — en — r-? seule valeur qui 



A' (s) 



'(?" 



puisse vérifier que la troisième équation est une consé- 
quence des deux premières y H est d'ailleurs le module com- 
plémentaire de h , comme K est celui de k. 



§ CXXIV 



CHANGEMENT DE s EN « t/ 11 » DANS M* 

Par le même changement de e en s y — * 5 les formules (28) 
et les relations connues entre (A , B, C), entre (A', B', C), 

11 



i6a leçons 

transforment ainsi la première équation (3o) 



A"(£)B' 2 (2/If') 

1 B"(t)A*(am") 



V 



f (i")" 



1 B'(t) 



n on 



/fr"_A"(s) 



^ 2 C ,2 (2/w") 



i — 



a"(0 - 



ou 



A'*{inï) 



i — 



A*(«) 



À"(f>- 2/1) i' 



et les deux autres équations ( 3o) deviennent , par les mêmes 
opérations , 



r 



B ' 6 ; ') 



= *(7) n 



I — 



A'*{t) A'* (i ni') 



A'* 



A"(«) 



A'^-2«)/' 






i — 



A'»{i)A"(/> — an)*' 
*' 2 



i — 



A"(0 



A' 2 (/? — a*)î' 



De ces trois nouvelles équations , celle en B' ( -; g ' j seul 
permet d'isoler A' (U g'\ et C U îtf') daus les deux au " 
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très , et l'on a le tableau 

L^f'-A—L A ' (s) n r, -^iiLi 

1 B' ( e ■ A - l B '^ n f, A 'M«) 1 

• A _„ A*(r-2"K , .,, / A'f/>- 2 „)/ y 



où & est le dénominateur commun , et g 7 la valeur que Ton 
obtient en changeant à la fois dans la première équation— ~- 

en ■ » et — ^ en -. ^ ? seule valeur qui puisse 

(8) * A'g;^ 

vérifier que la troisième équation est une conséquence des 
deux premières •, g est d'ailleurs le module complémentaire 
de g, comme k' est celui de h. 



§ cxxv. 

THÉORÈME PES (y r1 f p ) ET ( 7p , ^J. 

•Du rapprochement des quatre tableaux (26), (3o), (33) 
et (34) , il résulte qu'en désignant par x r la fonction con- 
juguée A' (s) , et par jr f , celle qu'on en déduit par transfor- 

1 1 . 
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m a don, les deux valeurs 

*' 2 B a (2/l/) 

S P _ ix' l4 "*"À'(2m) 
i 4-x ' — i i 

B'(2ff/) 
OU a = II — - — i- , h' = II I V ! 

(35) ' 



\ 






— *« 



donneront identiquement 

daf 



-, , 



J fc-ys <ji-ys 



Les deux groupes [(3i), (3a)] et [(35) , (36)"| éta- 
blissent le théorème suivant : 

Théorème. — Si l'on applique la transformation [r] à 
la fonction inverse A [e] et la transformation [p] à sa con- 
juguée A'(e) les. deux fonctions nouvelles seront conjuguées 
l'une de l'autre , et le coefficient m ou p. sera le même. Et, 
réciproquement, si Ton applique la transformation [/>] à 
A (s), et la transformation [r] à A'(e), les deux fonctions 
nouvelles seront encore conjuguées Tune de l'autre, et le 
coefficient m ou X sera le même. 
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§ cxxvr. 

DISTINCTION ENTRE [r] ET [p]. 

Dans la transformation [r], tableau (26), si la variables 
parcourt l'intervalle de — K à +R, x = A(e) marche 
de — k k -+- k , et ne s'annule qu'une fois , tandis que 

A (— } h\ passe p fois par zéro. Ou, autrement, quand la 

variable e de À (e ; k) parcourt l'intervalle 2 K , la variable 

-de A(-; A) parcourt nécessairement l'intervalle apH; 

donc — = 2pH, ou 

(37) K = fx/?H. 

Dans la transformation [p], tableau (3o), si la variable 
e parcourt l'intervalle de — Kà +R, x = A (e) marche 
de — k à -+- #, et ne s'annule qu'une fois, tandis que 

A ( -; g 1 j ne passant aussi qu'une fois par zéro, marche 

de-^-g à 4-gr. Ou, autrement, quand la variable e de 

A(e; k) parcourt l'intervalle 2 K, la variable - de A (rrg) 

parcourt nécessairement l'intervalle 2 G 5 on a donc 

— == 2U, OU 

(38) K = XG. 

§ CXXV11. 



cr 



RELATIONS DES RAPPORTS ■=,. 



ts 



Telle est la différence caractéristique des deux transfor- 
mations [r] et [pj. Si l'on applique les deux formules (37) 
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et (38) aux deux transformées , y r (3i) et y (35) , on a 

Si Ton applique les deux formules (38) et (37) aux deux 
transformées y (3i) et v' r (35) , on a 

if \ I K =^& | .G K 



§ CXXV1II. 

RETOUR A k PAR [p] APRÈS [/•]. 

Il résulte de la comparaison de ces deux groupes (39) et 
(4°) 9 9 ue s * 1 on change K en H, JG se changera en K, ou 
bien que si Ton change k en h, g se changera en /r, c'est- 
à-dire que si , après avoir passé du module k au module h 
par la transformation [/•], ou de x ày r , on applique à y r 
la transformation, [p], pour obtenir une nouvelle fonction «, 
on repassera du module h au module k. 
. Voyons quelle sera la valeur du coefficient m ou X, dans 
cette dernière transformation [p]. Il faut, pour obtenir 
cette valeur, que nous désignerons par A , changer, dans 

ï, = — [valeur déduite du groupe (4°)] K en H, et G en K} 

H H 1 

d'où A =— Mais, d'après le groupe (39), on a jt- = — 5 

donc 

(4ii à = — • 
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§ CXXIX. 

NOUVELLE SOLUTION DE LA MULTIPLICATION. 

Ainsi la transformation [r], appliquée à .r, ayant résolu 
l'équation 

r ' ** , r ±_ 

J y'*' - x' v'i - -r' J,, ^ ! -/Vl-/' 
la transformation [p], appliquée à y, résout celle-ci : 
Ç' "dy _ i /" dz 

d'où l'on conclut, par l'élimination de l'intégrale transcen- 
dante en y, 



m 






c'est-à-dire que la nouvelle fonction inverse z, d'abord 
exprimée en jv par des substitutions correspondantes dans 
la formule y p (3i) [savoir : par les changements respectifs 

<1« jr P9 g y *, *, (A', B', ou C) de (qi'i *'), 

en z, k, y r , h, (A', B', ou C) de U — -, A'J, 

faits dans cette formule], puis exprimée en je, en substi- 
tuant $y r sa valeur (3i), résoudra l'équation (42) , ou le 
problème de la multiplication des transcendantes ellip- 
tiques. 

Cette nouvelle solution , obtenue par une double trans- 
formation, c'est-à-dire par le passage du module h au 



l68 LEÇOHS 

module h, et le retour du module h au module h , se dis- 
tingue essentiellement de la solution trouvée par Âbel, 
§ 65 , sans changer de module, ou en restant dans le même 
système de fonctions inverses. 

L'identité nécessaire des deux valeurs de z ou A (ps) , en 
x ou A (e), obtenue des deux manières, pourra conduire à 
des conséquences importantes sur la liaison qui existe entre 
les fonctions inverses de systèmes différents. Et ces con- 
séquences seront exclusivement dues à la découverte de 
Jacobi . 
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DOUZIEME LEÇON. 

Transformation des transcendantes elliptiques étendues aux neuf fonctions 
(A,., B t -, C.). — Transformations descendante et ascendante. — Générali- 
sations. — Échelle descendante. — Échelle ascendante. — Solution géné- 
rale du problème des échelles. 



§ cxxs. 

TRANSFORMATIONS PAR LES (A, B, C). 

Les solutions trouvées du problème de la transformation 
des transcendantes elliptiques s'appliquent non-seulement 
à la fonction inverse A, mais à tous les (A 4 , B 4 , Q) appar- 
tenant au même système ou au même module A. Il importe 
de constater cette généralisation, qui donne une nouvelle 
preuve de la simultanéité des neuf fonctions. 

D'abord, les formules (26), § 120, delà transformation 
[r], peuvent se metlre sous la forme 



(H= 



iWn A '("''- A, W 

e A W n — p 



A' (2 ni) 



« ~ A ' « 



„ , s ,, A 7 (uni) 

• 'A 2 (2/11) 

en chassant les dénominateurs h , k , fx , substituant leurs 
valeurs, ramenant à l'unité, dans les facteurs des pro-r 
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duits II, les coefficients de A* (e) que Ton remplace ensuite 
par k* — B* (fi) dans la seconde formule, par i — C'(s) 
dans la troisième. 

Ainsi écrites, ces formules reproduisent par elles-mêmes 
les valeurs de p, A, h! : p. s'obtient en faisant, danjs la troi- 
sième , e = o , d'où C (fi) = i, et C ( - *, A ) = i ; p étani 
connu, on retrouve A en faisant, dans la seconde, e = o, 
d'où B (e) = #, et B ( - -, A J = A ; enfin on obtient h! en 
faisant, encore dans la troisième, e = K, d'où C (fi) = #, 
Cl-; A ) = A'. Ce qui donne 

A* (il ni) 



(.to) ^A-n^^^-'y 



» 



nC 4 (2ni) 



Pareillement, les formules (3o), § 121, de la transforma- 
tion [ p] , peuvent se mettre sous la forme 

/• \ ,, W B'»(am') 

*(H-" w, rH ,r.(U ' • 



<*) <B(i„)-iB(.)n^ 



B»(i)4-B'»(/> — 2*)î' 



(aur*) 



7T- B 'M 



C (!^) = xc(i)n 



A"(2/l/') 

C 2 (i) — A' 2 (2/m') 

1 " *>; " — 5 



. A'» (a m') 

à l'aide des mêmes opérations qui ont donné le tableau (i)- 
•Ces formules reproduisent aussi par elles-mêmes les valeurs 
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àe^y g, {£-> lesquelles sont 



(2 bis) g = 



A" (a«l') 

kp 






§ GXXXI. 

TRANSFORMATIONS DESCENDANTE ET ASCENDANTE. 

Aux valeurs (i bis), le module primitif k étant moindre 
que l'unité et A(/> — 2 n) i moindre que Ar, le nouveau 
module h est plus petit que ft, et puisque Ton doit avoir 
A* -t- h ft = 1 = k*-+- A'", A' est au contraire plus grand que 
À'. Aux valeurs (2 bis)) k f étant moindre que l'unité, et 
A' [p — 2/1)1' moindre que #, g' est plus petit À', et puis- 
que l'on doit avoir g*+g / *=i^: ft f -f- A 7 *, le nouveau 
module g est au contraire plus grand que k. 

Ainsi, des deux transformations [r] et [p] , appliquées 
aux fonctions inverses (A, B, C), la première diminue le 
module, la seconde l'augmente. En outre, par la transfor- 

GT 

mation [r] , le rapport — , diminue, ou descend en valeur, 



m 1 

puisque de —> il devient — = -—7, § 127 ; et, au con- 
traire, parla transformation [p], le rapport — augmente, 

GT 

• K P K 

ou monte en valeur, puisque de -p il devient ^ ro p -t- f7 

§ 127. Nous exprimerons cette différence caractéristique r 
en disant que la première transformation est descendante? 
et la seconde ascendante. 
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§ CXXXII. 
TRANSFORMATIONS DE t PAR LES (A, B, C). 
Si Ton désigne par Xj, ife^ , T# les fonctions inverses de 
- au module descendant h du tableau (i) , par <A, a , i& a ? T a 

les fonctions inverses de - au module ascendant g du ta- 
bleau (2), par A, B, C, les fonctions de e au module pri- 
mitif A, les formules des deux tableaux (1) et (2) résolvent 
respectivement les équations suivantes : 

m 



(3) 6 ~ Jb <J&+v </*£&) ç g - d®, x 



_ [ l dc _ } '"■»v l — T »v r i 

~ Je \/i— C'v/c^F 1 ) /•■ «*r 



que l'on déduit facilement des différentielles (6) , § 37. 

Ainsi , pour transformer la transcendante £ , on peut 
appliquer l'une ou l'autre des transformations descendante 
et ascendante , indifféremment à l'une des trois fonctions 
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inverses (A, B, C); les coefficients ft ou À, les nouveaux 
modules h ou g, sont les mêmes dans les trois cas. 

§ CXXXIU. 

TRANSFORMATIONS PAR LES (A', B', C). 

Les transformations [p] et [r] appliquées aux fonctions 
inverses (A', B', C) du système conjugué, donnent les ta- 
bleaux (33) et (34), §§ 123 et 124, que l'on met soùs la 
forme 

A<(-;A<)=,A'(.)n-__^, 



A"(0 



A 7 (uni) 



B'(i;A'\ =|tB'(«)n 

t 

c(i-,*') = i»C'(«)n 



B"(i) + B , (^ — a»)/ 
A 2 (2/ii) K ) 



(?»(•) — A» (a ni) 



A J (a«î) 



C» 



(4) 



A'^;^==>A'( 6 )n 



A'^aiti') — A"(t) 
*' 2 



A' 2 (2 m') 



?*- A "(«) 



B (0 + * A"( 2 /h') 



À"(ait»') 



"M"™" 1 ??^ 



<?*(•) + 



A' 2 (2/îl') 



en répétautles mêmes opérations que pour les tableaux (i) 
et (a). On peut alors vérifier, par leur reproduction di- 
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cecte, que les coefficients u et X , Jes modules (A, A 7 ), (g ) g) 
ont ici les mêmes valeurs (i bis) et ( ? £/;). 



§ CXXXIV. 

TRANSFORMATIONS EN (A,, B n C f ). 

Il s'agit d'obtenir les formules (4) en (A l5 B l5 C^). A 
cet eflet on se servira du groupe de relations 

A' = ?i, B'=*^, C/=-i, 

A, A, A, 

(5) a»-bî = ^, a;4-c; = i, b; + c; = *", 

> 

A ( (2m') 

empruntées aux tableaux (i3) et (i4) > § 54, tirées du ta- 
bleau (2), §80, enfin déduites des équations (6), § 48. 
On substituera ces diverses valeurs dans les formules de la 
première case (4)5 exprimant d'abord tous les produits II 
en B*(s)$ remarquant que Tune des trois équations qui 

contient Ai (-; h.) seul, permet d'isoler B 4 (-*, h\ et 

Ci ( -; h\ aux deux autres; remplaçant enfin B^ (e) par 
AJ (e) — A* dans la première, par k l% — C* (e) dans la troi- 
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sième , on obtient définitivement le groupe 

Al (^) = , A , ( on ^-^-;K . 



*îftï*r' AÎ(,) 



(6) 



..(i,.)-^ ( .,. ^-H-'--'7' . 



C '(^) = ^' (, » D ^ 



™ + §$3 



où le coefficient /* et les modules A et h' actuellement trans- 
formés en ( C, , A', ) , ont les valeurs 

ll - n dr(p~^n)r 

(6 h * = H^*-), 

t ,_ nA',' (a»Q 



qui se . reproduisent d'ailleurs directement quand on fait 
successivement, dans la première (6) e = K/, Ai (e) = i, 

A t f- } h ) =i 5 dans la première encore e = o, A t (e) = A:, 
A 4 I -, h } = A -, enfin dans la troisième s = o , C t (e) := A', 



C,(i ;A )= A '. 



Les mêmes substitutions et des opérations semblables 
faites dans les formules de la seconde case (4) conduisent 
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au nouveau groupe 



leçoks 



( 



(7) 



B 



■(H = 
• G -5 *) = 



>A,(«)n 



1 l,, + C;(2m') 



A?(«) 



B] (*««') 



XB,(i)n- 



b;(2««')-b;(«) 



B?(«) 



B? (2 m") 



c '<p* 



lCLin C;(,) - CÎ - (f -" K 



où le coefficient 1, et les modules g et g', actuellement 
transformés en (C t , Aj), ont les valeurs 



(rjbis) 



\ = 



g = 



C\{zni') 

nA!(2«/') 



kp-* 



, nct(2**') . 



qui se reproduisent d'ailleurs directement, de la même 
manière. 

§ cxxxv. 

TRANSFORMATIONS DE e PAR LES (A n B t , C,). 
Si» l'on désigne par Jk^, ifcj,, T^, les fonctions inverses 
de - au module descendant h du tableau (6), par <A> a ,î 

^a l > r« a , les fonctions de - au module ascendant g du 

tableau (7), par A t , B l9 C ft , les fonctions de 6 au module 
primitif Ar, les formules des deux tableaux (6) et (7) ré- 
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solvent respectivement les équations suivantes : 






_ /•«• </C, I *%, V ' - ty VA" - r|, 

"Je, V^cj v/^^CÎ ] ^ ^ ^ rfr tt| 

que Ton déduit facilement des différentielles (6) , § 37. 

Ainsi pour transformer la transcendante e, on peut 
encore appliquer Tune ou l'autre des transformations des- 
cendante et ascendante, à Tune quelconque des trois fonc- 
tions inverses (A t , Bj , Ci) ; les coefficients /x ou i, les nou- 
veaux modules h ou g, qui sont les mêmes dans les trois 
cas, ont aussi les mêmes valeurs qu'aux tableaux (t) et (a), 
mais ils sont exprimés en (C,, A',), en (C 1? Ai), au lieu 
derètreen(A,C),en(A', C). 

§ CXXXV1. 

TRANSFORMATIONS EN (A,, B a7 C,). 

Enfin, on peut obtenir les formuler (i) et (2) en 
(A t , B», C s ). A cet effet, on se servira du groupe de rela- 
is 
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lions 










A=X-, 


B - *" 
B ~ B,' 


g =*'b7 


(9) 


A ' = * §' 


B,_— , 


Ci =*'b' 



a; - b; = x*, k\ - c\ = i , b; - c; = *'». 

T» I X • 1/ A »( 2 "') 

* 

empruntées aux tableaux (i3) et (i5), § 54, tirées du ta- 
bleau (2), § 80, enfin déduites des équations (10), § 49. 
On substituera ces diverses valeurs dans les formules (1) ; 
exprimant d'abord tous les produits II en C* (e); remar- 
quant que Pune des trois équations, qui contient B 8 ( -; h 

seul, permet d'isoler d ( -; h \ et A a ( -; h) aux deux 

autres; remplaçant enfin C\ (e)par B] (s) — - h l% dans la pre- 
mière, par A* (fi) — î dans la troisième, et changeant 
l'ordre des équations , on obtient définitivement le groupe 

V I . A;(/i — 2/1)/ — A\(§y 

(,o) If. \ B ^*^*'awÎ 

C (i-h\-aC Mn C?(»»0--Cl(«) 

c,^, A j_^40n c , ( ^__ 2n) ._ q(e) , 

où le coefficient fx , les modules A et A', actuellement trans- 



l 
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formés en ( A, , B t ) ont les valeurs 

u = n * Kr -* 

* k\{ini) * 
(10 bis) h = — ., 

od reproduit : f*, en faisant, dans la première (10), e = o, 
A s (e) = i, A, ( -; h J = i ; et &' f en faisant dan* la seconde 

e = o,B t ( 6 )=:Â\ B,(-; h\=?h'. 

Les mêmes substitutions et des opérations semblables 
faites dans les formules (a) conduisent au nouveau groupe 

aV'- J\-ia Mn >;(«) + C,'(a«<') 

A, iï'')- u '( ,)B i;(,) + (? I '(,-M)/'' 
i B . /.i _ ,« <?.'(""') 

(.1) j B, ^ * ) = xb,(«) n Jn _ 1? _ : L_i, 

ft(r^)=^(')° cï(i)+A; ^ , J,. ) ^ 

où le coefficient X, les modules g et g', actuellement 
transformés en (A' 3 , ff 2 ), ont les valeurs 



(") g^ITT-n A , â/ _, M , 



a; (2/i/') 

' n B V(**'') 

*'-' A', 4 (2/l/') 



Oa reproduit directement p. et#' de la même manière. 
Les fonctions (A t , B,, C f ) «tant infinies pour la valeur 

12. 
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K de e, les tableaux (10) et (11) ne peuvent pas repro- 
duire directement les modules h et g\ mais ce seront, au 
contraire, ces modules qui se reproduiront, dans les ta- 
bleaux qu'on obtiendra, en exprimant par les ( A^, B' 2 , C' 2 ) 
les formules (4); à leur tour, h! et g f échapperont à ce 
genre de vérification. 

§ CXXXVII. 

TRANSFORMATIONS DE t PAR LES (A 2 , B„ Ç,). 
Si l'on désigne par Xj t , ift»^, T^, les fonctions inverses 
de - au module descendant h du tableau (10), par <&«,, 

t& aj , r« t , les fonctions de - au module ascendant g du 

tableau (i i), par A s , B t , C t , les fonctions de e au module 
primitif /r, les formules des deux tableaux (10) et (n) ré- 
solvent respectivement les équations suivantes : 






T C/V>#* (* C/AOj 






tf«* rflfc. 



-h**) /•$>« d ^>t 






rfr*. 



J„ ^Cï+ 1 v^-M" j _ . /* r «, rfr «. 

que l'on déduit aisément des différentielles (6), § 27. 
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Donc enfin, pour transformer la transcendante £, on 
peut appliquer Tune ou l'autre des deux transformations 
descendante et ascendante, à l'une quelconque des neuf 
fonctions inverses (A,, B 4 , Q); les coefficients (i ou à, les 
modules h ou g auront les mêmes valeurs dans tous les cas, 
quoique étant exprimés d'une manière différente d'un 
groupe à l'autre. 

§ CXXXVIII. 

GÉNÉRALISATION DES TRANSFORMATIONS. 

À chaque valeur du nombre entier impair p correspon- 
dent, pour la transcendante 6, deux transformations dites du 
degré p, et qui sont , l'une descendante, l'autre ascendante. 
Pour opérer ces transformations, on peut exprimer la trans- 
cendante, à l'aide de l'une quelconque des neuf fonctions 
inverses (A, , B,- , C,) , par la première intégrale de l'une des 
neuf équations (3), (8), (12), et la fonction inverse trans- 
formée sera donnée par l'une des neuf formules ( 1 ) , (6) , ( 1 o) 
au module descendant h 9 ou par l'une des neuf formules 
(2), (7), (11) au module ascendant g. Le problème de la 
multiplication de la transcendante se résoudra en appli- 
quant successivement deux transformations du même degré, 
la première descendante, la seconde ascendante , à la même 
fonction inverse, quelle que soit d'ailleurs cette fonction. 

§ CXXXIX. 
ÉCHELLE DESCENDANTE. 
Soit x = F(e; k) la fonction inverse que Ton adopte ; une 

première transformation descendante donnera y=F l-r\hU 
qui , par une seconde tranformation aussi descendante, don- 
nera y x = F ( — \ A t Ji qui, par une troisième transfor- 
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matiou encore descendante, donnera r, = F ( ; hA\ 

\f*f*lf*3 j 

et ainsi de suite. Les degrés de ces transformations peu- 
vent être les mêmes ou tous égaux à p \ ils peuvent être 
différents ou successivement égaux à p, p i9 p s ,.... Dans 
tous les cas, la suite des .modules #, A, A t , A 8 ,... formera 
ce qu'on appelle une échelle descendante. Cette suite con- 
vergera vers zéro, et Ton pourra la prolonger jusqu'à un 
terme A, aussi petit que Ton voudra. Alors la fonction in- 
verse yi = F ( \ hA aura très- sensiblement la 

même valeur que dans le système correspondant à k = o, 
analysé aux §§ 96 et 97; si Ton désigne par la variable 
de cette dernière fonction inverse, on aura, à très-peu 
près, 

(l3) f =pp,p,. . .{A t -.ô, 

et, pour obtenir une équation d'où Ton puisse tirer 0, on 
égalera Tune à l'autre la dernière transformée^, = F(0$ A«) 
exprimée en x = F(e; A), et la fonction inverse F(05o) 
appartenant au système de h = o. Par exemple, d'après le 
§ 97. cette équation finale sera 

sinôrr-^-S si F est A, 
ht 

cosO — Zi. si F est B, 



~n == ? il s * * est A ' au B « f 



e» + e ~' 



c e — e~ e 

— Xii si F estC,, 



e" -+- e~ 9 



('4) 



séc = /, , si F est A 2 ou B 3 y 
tang = ji , si F est C 3 , 

et , pour chaque valeur de x = F (e -, k) , on aura a résoudre 



r 
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une équation transcendante aiiu d'obtenir la valeur corres- 
pondante de qui , substituée dans l'équation (i3), don- 
nera e. 

§ CXL. 
ÉCHELLE ASCENDANTE. 

Pareillement, si Ton fait subir à la même fonction in- 
verse x = F (s; k) une suite de transformations, toutes 
ascendantes, du même degré ou de degrés différents, elles 

donneront s uccessivementj t=F ( - , g )? Ji = F I — ; giji 

y% = F ( ; g* ) » • • • • La suite des modules À , g, g l9 

g t , . . . formera ce qu'on appelle une échelle ascendante. 
Cette suite convergera vers l'unité, et Ton pourra la pro- 
longer jusqu'à un terme g,, tel que i — g è soit aussi petit que 

l'on voudra. Alors la fonction inversejy^=:F(— •, g, ] 

aura très -sensiblement la même valeur que dans le système 
correspondant à k = i , analysé aux §§ 100 et 101 $ si donc 
on désigne par ^ la variable de cette dernière fonction in» 
verse , on aura , à très-peu près , 

(l5) e = aà,^ 2 . . .^,-.^> 

et, pour obtenir une équation d'où Ton puisse tirer ^, on 
égalera Tune à l'autre la dernière transformée^, = F (tp; g 4 ) 
exprimée en x = F(e; À), et la fonction inverse F(tf>; i) 
appartenant au système de A = i."Par exemple, d'après le 
§ 101 , cette équation finale sera 



X» 



sin J* = "— t si F est B,, 
g* 

cos û -- -V > si F est C, , 
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(16) 



—- = ?!, siFeslA, 



= jr if si F est B ou C, 



2 


-* 






e'P — e" 

2 


-* 



= xi y si F est A 2 ,. 

= jr if si F est B a ou C 2 ; 

» 

et, pour chaque valeur de x = F(e \ k) , on aura encore à 
résoudre une équation transcendante afin d'obtenir la va- 
leur correspondante de <J> qui, substituée dans l'équa- 
tion (i5) , donnera e. 

§ CXLI. 

PROBLÈME DES ÉCHELLES. 

Avant les découvertes d'Abel et de Jacobi , on attribuait 
une importance extrême à rétablissement des échelles de 
modules, soit descendantes, soit ascendantes, et l'on ne 
connaissait qu'un petit nombre de transformations, dont le 
degré ne surpassait pas 5. Ce qui précède montre que le 
nombre des transformations et des échelles, utilisables pour 
évaluer approximativement les transcendantes elliptiques, 
est actuellement infini. On a ainsi la solution générale 
d'un problème, jadis fameux, dont Euler, Lagrange, Le- 
gendre surtout, se sont tant occupés, et dont ils ne possé- 
daient que des cas particuliers , édifiés à grand' peine. 
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APPENDICE 

A LA DOUZIÈME LEÇON. 



Avant d'aborder les applications physicomathématiques 
des fonctions inverses (A 4 -, B i5 C 4 ), il importait de résu- 
mer succinctement leurs propriétés communes et diverses. 
Or les formules (i) et (a), (6*) et (7), (10) et (11), établies 
dans la leçon qui précède, sont toutes vérifiables à l'aide 
des mêmes propriétés, qu'elles rapprochent et passent en 
revue de la manière la plus simple et la plus complète. La 
vérification directe de ces six groupes de formules pourra 
donc remplacer le résumé que nous jugions nécessaire. 

Il faut premièrement rendre plus commodes et même 
compléter les tableaux (10) et (1 1), pages 84 et 85, destinés 
à donner les séries des valeurs de la variable, qui annulent 
et rendent infinies les fonctions inverses. On atteint le but 
en remplaçant , dans ces tableaux , tous* les multiples 4 * 
et 4; qui s 1 y trouvent par ii et 27', tous les multiples 
(4*4- 1) et (4/ ■+- 1) par (2/ -h 1) et (27 -H 1)} ces entiers, 
pairs et impairs, pouvant être ou positifs ou négatifs. 

En effet , si Ton considère ces tableaux tels qu'ils sont , 
on peut prendre les entiers i et j positifs ou négatifs -, on 
peut aussi changer le signe des parenthèses sans altérer les 
seconds membres. Or si , dans un des multiples (4*-f-i) ou 
(4/ 4- 1) on change le signe de i ou de 7', puis le signe de la 
parenthèse qui contient ce multiple, il deviendra (4* — ï) 
ou (4/ — 1) -, un nombre impair quelconque peut donc le 
remplacer. 

D'un autre côté, les fonctions A, B, B t , C t s'annulent 
deux fois dans leurs périodes réelles qui sont à quatre qua- 
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drants, savoir : A pour o et 2 K , B pour K et 3 K , B t pour 
et 2K/, Ci pour K' et 3K'. Pareillement les fonctions A,, 
B« sont infinies deux fois dans leur' période réelle qui est 
à quatre quadrants , quand e = K et quand e = 3 K. Ce qui 
double les séries pour les fonctions précédentes, et par suite 
pour toutes les autres, d'après les liaisons ou les passages 
indiqués aux §§ 63 et M. De là résulte que les 4 * el 4/ 
doivent être remplacés par ii et a/, non-seulement dans 
les multiples impairs, mais aussi dans les multiples pairs. 

En un mot, si , pour .une valeur quelconque de e au ta- 
bleau (6), § 61, les périodes réelles ou imaginaires sont de 
deux sortes, à quatre quadrants et à deux seulement, dans 
les séries des valeurs qui annulent et rendent infinies les 
fonctions inverses, toutes les périodes, sans exception, sont 
à deux quadrants. Telle est la règle simple et commode qui 
servira de point de départ à toutes les vérifications qui vont 
suivre. 

D'après cette règle, les séries des valeurs qui rendent in- 
finies les (A,-, B,, C^ sont au nombre de trois seulement, 
une pour chaque indice. Mais les séries des valeurs qui 
annulent les neuf fonctions restent distinctes. 

Pour simplifier, F, représentera une quelconque des 
fonctions inverses avec son indice, et pour faciliter les 
renvois, les lettres suivantes désigneront les formules em- 
ployées, savoir : 

L : (i3),$4«, donnant les F(K — s) par les F (g); 
M : (3 ) , § 67 , donnant les F (K. — s) par les F, (s ) ; 
N : (7), § 68, donnant les F(K — 1) par les F 7 , (1); 
P • (9) y § 6^ > des transformations complémentaires; 
Q : (a5 ), § 78, donnant les coF,- par les F/; 
R:(i3),(i4)î ( 1 5 ) , § 84 , des transformations réelles ; 
I I (5), (5 bis), §60, des transformations imaginaires. 
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Aux formules Q, il faut joindre les suivantes, que nous 

désignerons par Q', et qui donnent les co F, (e ^ — i ) à l'aide 

des F'j (e) ou des co F; (e) : 

coA (, s/~ t ) = yCTT Jiij = coC (« ), 

A (sj v /_, 
coCM— 1 ) = jfjj: = - co A'(«); 

ooA 1 (.^PT) = *^|=ooC I Ç«), 
coB, (s \f^i ) = -r-— = -=. co B', (e), 

, goB,(« v^) = "4= p4r! = 7=^=<*>B', (s), 

y — 1 ^ ( e ) y — 1 

v /zrrc 2 («) v /zrr 

On les obtient en employant successivement les (Q,I ? R 5 Q). 
Il importe de remarquer que toutes ces valeurs changent de 
signe avec e : dans la première case par À' (e) y dans la se- 
conde par B' f (e) , dans la troisième par C, (e). Il en est de 
même des coF, donnés par les formules Q: la première 
ligne changeant de signes avec A , la seconde avec B r , la 
troisième avecC,. 
Toutes ces préparations faites, si l'on pose 

* = ft(t;*)=F,(i), 
les six groupes de formules qu'il s'agit de vérifier donnent - 



*» 
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en fonction rationnelle de x : soit 

'= F (H ! 

le dénominateur p et le module h étant tels que 

relations où p est un nombre entier, impair et quelconque: 
soit 

le dénominateur À et le module g étant tels que 

R = *G, K'=\pG'. 

Dans le premier cas, ayant posé — =• i\ le dénominateur 

de y doit s'annuler pour toutes les valeurs distinctes de x, 
données par le tableau suivant: 

F(H / v C= T— 2/iH; A) =00, s = K' if^î— 2 ni, 

jr = F(s)=coF(2/ii); 

F, (H'4-^H V^î"— a «H ^~; A)=oo , s=K'4-K tfZ^—*HiÇ\> 

jf = F,(«) =r coF|(2»i/ — 1); 

F 2 [(p — 2/1) H; h] = 00, s ~ (p — 9.n)i = K — 2/1/, 

.r = F 2 («) =coF 2 (2m), 

où n est un nombre entier quelconque , positif ou négatif. 
(Dans chaque case , la première équation indique une série 

de valeurs de - qui rendent y infini , la seconde les valeurs 

correspondantes de e , la troisième celles de x.) Ces valeurs, 
les (Q, Q') , et la loi des changements de signes des coF„ 
justifient complètement les dénominateurs des groupes 
(i),(6),(ïo). 

K' 
Dans le second cas , ayant posé — = i y , le dénominateur 
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Je y doit s'annuler pour toutes les valeurs distinctes de x 
données par le nouveau tableau 

F[(/> — * n) G' v^; g]= <*> , s = K' ^7— * m" J—i, 

* = ¥{&) = coF(i ni' <f^ï); 

F 1 (pG' + Gy^—a»G';*):=ao, e=R' + K^-2^, 

a?=;F i (5) = coF l (2m / )i 

F,(G - 2 «G'v^ï"; #)=<», s = R — a/t/'v'^r, 
x = F,(i) = coF s (a ni' \T^). 

Ces valeurs, les (Q 7 , Q), et la loi des changements de signes 
des co F t , justifient la composition des dénominateurs dans 
les groupes (2), (7), (11). 

Passons aux numérateurs. Pour les formules (1) qui 
expriment les F appartenant au module A, on a 

A(a«H;A) = o, «==2/1/, 

A(e) = À(2iii); 

B[(j> — 2Jt)H;A] = o, g = (/? — 2/1)/, 

,,A(2/*f) 

C[H' V^T— (/> — 2/ï)B ; A] = o, s = K f v^T— (p — «) î, 

/ — ,#^(2/11) 
C(i) = coC(/i-a«)i = ^-i* g^jjj. 

[Dans chaque case, la première équation indique une valeur 
générale de - qui annule j, la seconde la valeur correspon- 
dante de e , la troisième celle de x , ou de F ( e .)] . La seconde 
valeur de B (e) résulte des L, celle de C (e) des (Q, L). Les 
trois valeurs définitives s'annulent et changent de signe 
avecn, par A (arc/); les polynômes variables qui com- 
posent les numérateurs des formules (1) sont ainsi .compté- 
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tement justifiés. Les premières valeurs , jointes à la forme 
générale des dénominateurs, justifient pareillement les 
formules (a3) du § H7. 

Pour les formules (6) qui font passer les Fi du module k 
au module A, on a 



A, [(/>■— 2/i)H v'— i; A] = o, f = (/>— a*)iy_i, 

A, (•) = A, (p - 2/1) 1 v/~ï = C, (p — 2/1)/; 

Bi(2/îHv/ — i;/*) = o, « = 27i/^ — 1, 
B, (•) = B, (2/1/ v/r-T) = ^ZIT fi', (a*/) ; 

C, (H' — 2/ïH \f^\ h) = 0, « = K' — a jii ^T f 



C, (f ) =r C, (K' — 2/ïi v^T) = ^— I 



C t (*ni) 



Les secondes valeurs de A t (e) et Bi (e) résultent des I, 
celle de C t (s) des (N, I, R). Ces trois valeurs s'annulent 
et changent de signe avec n, par #, (ani), C' t (K) = o, et 
parce que C, ( p — in) i et C, {p -\- zn)i ont des signes 
contraires ; tous les facteurs variables aux numérateurs des 
formules (6) sont donc justifiés. 

Pour les formules (10) qui transforment les F, par le 
passage au module h , on a 

A a [H' sf^î — {p — an) H ; k]=o' f $ =s K/V 1 ^— (/>— ")'# 
A i (0 = A i [K^=7-(p-ai.)«] = *|^; 

B 2 (H' sf^î — 2/1 H; A) =0, g = K' \/-~ï — a«f 

C, (2/1 H; h) =r o, « = 2«/, 

C(f) = fc(ajw). 
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La seconde valeur de A t (e) résulte successivement des 
(P, I, N, R), celle de B f (e) des (P, I, R). Les trois valeurs 
définitives s'annulent et changent de signe avec n , par 
C Jt (ïni) *, les numérateurs variables des formules (10) ont 
ainsi leur justification. 

Pour les formules (2) qui expriment les F appartenant 
au module g, on a 

A {in G' >/— 1 ; g) = o, s = 2 ni' y 7 — i, 

B(G — 2/îG' s/^1 ; g) z=- o, crK- ini' \J~, 
B(s) = B(K — 2ni'<f^i) = \/^7B'(p — ïin)i'; 

C[G — (/> — 2/1) G' v 7 ^ ; ff] = 0, s = K — (/> — 2/1)1' y^i, 
C(s) = c[K — (/? — 2/i)/v / ^7] = À'(ajiï'). 

La seconde valeur de A (e) résulte des (I, R), celle deB (e) 
des (P, N), ainsi que celle de C (e). Ces trois valeurs s'an- 
nulent et changent de signe avec n, par Af(%ni'), 
B' (R') = o , et parce que B' (p — 2«) i' et B' (p -}- 2 n) 1' 
ont des signes contraires; ce qui justifie tous les facteurs 
variables , aux numérateurs des formules ( 2 ) . 

Pour les formules ( 7 ) , qui font passer les F 4 du module h 
au module g, on aura 

• 

A, [G \PT+ p& — (/> — an) G'; g] = o, 
s = K' 4- K y^T— ( p — 2 «) /', 

v # / B,(2IJl') 

A l (i)=coA,(/>-a»)/ , = V-i c - y 

B,(2«G';£}=:0, e = 2/l/', 

B,( Ê )=:B 1 (2«r), 

Ct[(^ -2«)G';^]=o, i = (/> — a/i)i% 
C,(i) = C,(^ — aii)»'. 
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La seconde valeur de A t (e) résulte successivement des 
(Q , N, R) . Les trois valeurs définitives s'annulent et chan- 
gent de signe avec n par Bj (a ni 7 ), Ci(K') =0, et parce 
que Ci (p — 2 n) i f et d (p -f- 2 n) i' ont des signes con- 
traires; tous les facteurs variables aux numérateurs des 
formules (7) ont ainsi leur justification. 

Enfin, pour les formules (11) qui transforment les F, 
par le passage au module g, on a 

A, (G -h p& v^T— 2/1G' V^T; g) = o, 

s = K -f- K/ y^T— an? y^T, 

A,(t) = A, (K -f- K' v^î"- ani'^^ï) = \f^- 7C,(2««')» 



C 2 (2«G\/ — i;^) = o, e = 2 m' y 7 — 1 > 

c ! (.) = c J ( 2 «z'v^7) = v^**§{^j- 

La seconde valeur de A s (e) résulte des (P, I), celle deB s (e) 
des (I,M), celle de C 2 (s) des (I, R). Ces trois valeurs 
s'annulent et changent de signe avec n, par C, (2m 7 ) ; les 
numérateurs des formules (11) sont donc justifiés. 

De l'ensemble de ces vérifications partielles à une dé- 
monstration générale et directe, aussi simple que celle d'A- 
bel, il n'y a qu'un pas. J'évite de le franchir : quand on 
expose une découverte aussi importante que celle de Jacobi, 
il faut conserver la méthode de l'inventeur. Remarquons 
cependant que la solution du problème de la transforma- 
tion des transcendantes elliptiques peut être résumée en 
une seule formule, comme celle de la multiplication Test 
par la formule (i5) au § 55. En effet, en désignant collec- 
tivement par F les neuf fonctions inverses, et en se servant 
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des(Q, Q', L, N, R)*, on déduit successivement les six 
groupes vérifiés, de la formule unique 

F(0- 



(a) F -; / )=MF s n — — — ) U 

K J \/w' / v ' F a (6) — coF 2 (2/îtf) 

le coefficient constant m étant À* pour un A,, — k*k n pour 
un B f -, A" pour un C â . 

S'agit-il de passer au module descendant h , faisant m = //, 
/ = h , on prend e = i si F est A , B , C , A, , B t , ou C t , et 

e=i^ — ï si F est A l9 B 19 ou C^ puis M = /xpour A, B, 
C ', Ci , Cf , et M = zhy. pour A t , B t , A, , B, , suivant que 
p = 4/ =t 1 . S'agit-il de passer au module ascendant g , fai- 
sant m = X , / = g) on prend e = ï' ^ — ï si F est A , B , C , 
Aj , B f , ou Cj , et e = V si F est At , Bj , ou C t -, puis M = X 
pour A , Ai , A, , B 8 , C, , et M = ± X pour B , C , B 4 , Cj , 
suivant que p = 4/ =t * . 

Ainsi, l'introduction des trois compléments naturels et 
des coF, , §§ 77 et 78, qui permet d'exprimer en une seule 
les formules primitives d'Euler, ramène aussi à l'unité les 
formules finales de la transformation, trouvées par Jacobi. 
Preuve nouvelle qu'un des caractères principaux, le plus 
essentiel peut-être, des neuf fonctions inverses F, c'est 
d'avoir toutes des coF, ou d'être toutes infinies pour cer- 
taines valeurs finies de la variable, réelles ou imaginaires. 

Il n'est pas inutile d'observer que la formule (a), qui 
groupe les neuf fonctions inverses par les indices, quand il 
s'agit d'assigner le complément naturel ou le coF, les 
groupe au contraire par les lettres , lorsqu'il faut choisir la 
valeur de-la constante in. Le premier classement est celui 
qui sépare les axes des trois familles de surfaces isothermes, 
le second celui qui distingue les valeurs des coordonnées 
rectilignes (x, y, *), (3) § 81. En outre, le groupe des 
fonctions impaires (A, B l9 C t ), qui fournit exclusivement 

i3 
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les dénominateurs des coF, est aussi nettement indiqué 
dans le système des coordonnées thermométriques (a, (3, y) 
par T équation remarquable 

j? , -+-r a ^-z 2 = c a (A 3 -*- b; +cj), 

que Ton déduit sans peine des valeurs citées. Ces coïnci- 
dences, et d'autres encore, ne font que constater la liaison 
intime qui existe entre les définitions géométriques et les 
propriétés analytiques des fonctions étudiées. 



i 
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TREIZIÈME LEÇON. 

Objet des dernières leçons. » Problème des températures stationnaires. — 
Conductibilités ; jQux 'de chaleur. — Démonstration directe de l'équation 
générale de l'équilibre des températures : — en coordonnées rectil ignés 
— en coordonnées sphériqu es — en coordonnées elliptiques. 



§ CXLII. 

OBJET D'UNE NOUVELLE ÉTUDE. 

L'objet principal de nos leçon* est de rendre évident un 
principe dont voici l'énoncé. Les propriétés communes et 
diverses des fonctions trigonométriques et exponentielles , 
telles que la périodicité réelle pour les premières , la pério- 
dicité imaginaire pour les secondes, et, pour toutes, les 
règles de l'addition et de la multiplication des transcen- 
dantes, ne sont que les traces, ou les résidus, des propriétés 
plus générales et plus complètes, appartenant aux fonc- 
tions elliptiques ou inverses (A 4 , B, , C,). 

Or, pour mettre ce principe hors de doute., une dernière 
vérification est indispensable. Les fonctions trigonomé- 
triques les plus simples, les sinus et cosinus, jouissent de 
la propriété, si importante pour les applications , de com- 
poser diverses séries capables de représenter une fonction 
quelconque entre certaines limites de la variable. Lagrange 
et Fourier, Legendre et Laplace, ont successivement dé- 
couvert et utilisé plusieurs séries de cette nature, qui leur 
ont permis d'aborder et de résoudre une multitude de ques- 
tions importantes de physique mathématique et de méca- 
nique céleste. Telle est la propriété dont il faut trouver 

■3. . 
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l'analogue, ou le germe, dans le système général des fonc- 
tions inverses (A,, B, , Q). 

§ CXLIIL 

PROBLÈME GÉNÉRAL. 

Pour y parvenir, il suffit d'étudier un des problèmes gé- 
néraux les plus simples de la théorie analytique de la cha- 
leur, celui qui concerne l'équilibre des températures d'un 
corps solide homogène , soumis à des sources calorifiques 
constantes. La solution de ce problème pour le prisme 
rectangle conduit aux séries de Fourier. La solution pour 
la sphère introduit les séries de Laplace. Enfin c'est en 
résolvant le même problème pour l'ellipsoïde à trois axes 
inégaux , qu'on arrive aux séries correspondantes des fonc- 
tions elliptiques. 

Il s'agit, dans les trois cas, d'intégrer, sous certaines 
conditions, l'équation aux différences partielles A S Y = o, 
du § 1 , exprimée en coordonnées recti lignes pour le prisme 
rectangle, en coordonnées sphériques pour la sphère, en 
coordonnées elliptiques pour l'ellipsoïde. Les deux der- 
nières expressions se déduiraient de la première à l'aide 
des formules de transformation (27), § 105, et (3), § 81. 
Mais on peut établir successivement ces trois équations, en 
partant directement pour chacune du système de coordon- 
nées qu'elle emploie ; méthode que nous préférons , et que 
nous allons suivre. Facilement applicable à tout autre sys- 
tème de coordonnées curvilignes , cette méthode directe a 
l'inappréciable avantage d'éviter tout passage par l'antique 
système des cordonnées recti lignes : instrument désormais 
impuissant et stérile , dont l'emploi abusif sera plutôt un 
obstacle qu'un secours pour les progrès futurs des diverses 
branches de la physique mathématique. 
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Il est nécessaire de rappeler d'abord deux propositions 
élémentaires de la théorie analytique de la chaleur, qui dé- 
finissent et évaluent les conductibilités et les flux de cha- 
leur. 

§ CXLIV. 

CONDUCTIBILITÉS. FLUX DE CHALEUR. 

I. Un mur solide homogène est compris entre deux faces 
planes, parallèles et indéfinies*, ses faces sont entretenues 
à des températures fixes a et i, a étant plus grand que b. 
Soient e l'épaisseur de ce mur, et q la conductibilité pour la 
chaleur de la substance qui le compose. Imaginons une 
section parallèle aux faces, et sur cette section une portion 
de surface iî. Le mur étant en équilibre de température, il 
y aura un flux constant de chaleur, allant de la paroi qui 
possède la température a vers la paroi plus froide ayant la 
température b. Cela posé, nous empruntons au Cours de 
physique cette loi, que la quantité de chaleur qui traversera 
l'aire il, dans un temps t , aura pour expression 

a — b 

(1) ' Û, ta 

e 

Si e est l'unité de longueur, fl. l'unité de surface, t l'unité 
de temps , et si la différence a — b est l'unité de tempéra- 
ture, cette quantité de chaleur se réduit à q. On a ainsi la 
véritable définition, ou la mesure exacte, du coefficient dé- 
signé sous le nom de conductibilité: 

§ CXLV. 

FLUX DE CHALEUR ÉLÉMENTAIRE. 

II. Un corps solide et homogène, de forme quelconque, 
est soumis à des sources de chaleur constant et diverses 5 
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la température station naire V de chacun de ses points est 
supposée connue. On considère, dans l'intérieur du corps, 
un élément plan, dont Taire infiniment petite est où, et Ton 
se propose d'évaluer la quantité de chaleur qui traverse cet 
élément pendant l'unité de temps. Soient N la normale au 
centre de l'élément, comptée à partir d'une origine arbi- 
traire, et r/N l'accroissement de cette normale. On imagine 
une nouvelle face g/ située à la distance normale N-f-rfN, et 
formant avec a> un mur d'épaisseur infiniment petite dN. 
Alors V étant la température de w, V -h d V sera celle de 
g/, et, d'après la loi physique qui précède, la quantité de 
chaleur cherchée aura pour expression 

V.— (V-WV} 



w q 



(IR 



ou simplement 






§ jGXLVI. 
POUR LE PRISME RECTANGLE. 

Le corps solide étant rapporté à un système de coordon- 
nées rectilignes et orthogonales (#, jr, s), considérons dans 
son intérieur un élément de volume dxdydz. Soient 

» = dydz , w, = dzdx , o> 3 = dxdy, 

les trois faces de cet clément qui forment le sommet le plus 
voisin de l'origine des coordonnées, et &>', g>', g)' s les trois 
faces opposées. Il s'agit d'évaluer les quantités de chaleur 
qui traversent ces six faces dans l'unité de temps. 

D'après l'expression (2), le flux de chaleur qui entre dans 
l'élément par la face o) est 



»? — 



dx 



ou 



qdydz l — 



dV 

dx 
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on aura évidemment la quantité de chaleur qui sort de l'é- 
lément par la face &>', en ajoutant à l'expression précédente 
sa différentielle en x, ce qui donne 



qdydz ( — 



— — — dx 
dx dx* 



l'excès du flux entrant par w sur le flux sortant par co' est, 

après réduction, 

/d'Y 
qdxdydz ^— 

De la même manière , le couple des faces (tù x , o)' t ) donnera 
excès 



qdxdydz 

et le couple (« f , co',) celui-ci : 



U-r') 



qdxdydz 



m 



Or la somme de ces trois excès, ou de ces trois gains de 
chaleur, doit être nulle, puisque la température de l'élé- 
ment est stationnaire ; on a donc 

/ÎM rf'v d^y d*v 

3) — f-— » = o. 

K ' dx? dy 1 dz* 

Et telle est l'équation générale de l'équilibre des tempé- 
ratures, exprimée en coordonnées rectilignes, que nous 
avons posée au § 1 . 

§ CXLVII. 

POUR LA SPHÈRE. 

Le corps solide étant rapporté au système habituel des 
oofdonnées sphériques, qui sont : la longitude ip, la lati- 
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tude 0, et le rayon p, considérons dans son intérieur un élé- 
ment de volume p cos6dty.pdd.dp, compris entre deux 
plans méridiens de longitudes <Jj et <Jj -f- <2<{/ , deux cônes de 
latitudes 9 elQ -\- dd, deux sphères de rayons p et p -h dp. 
Soient 

<ï> — pdQdp y w, = p co^O dtydp f o) 2 =^ p 7 cosBdtydQ, 

les trois faces de cet élément qui forment le sommet où les 
trois coordonnées ont les moindres valeurs , et co', &>', , «/, , 
les trois faces opposées. Il s'agit d'évaluer les quantités de 
chaleur qui traversent ces six faces dans F uni té de temps. 

D'après l'expression (2), le flux de chaleur qui entre dans 
l'élément par la face &) est le produit 

JAt ( dV \ qdBdpf d\\ 

on aura évidemment le flux de chaleur qui sort par &)', en 
ajoutant à l'expression précédente sa différentielle en if ; ce 
qui donne 

cosô V d) dlf Y /' 

l'excès du flux entrant par w sur le flux sortant -par &>' est, 

après réduction , 

1 d*Y 
^d^dp.—-^—. 

Le flux entrant par oi i étant 



qpcosQd^dp ( — r^ê) ou qd+dpl— Jq cosB ) 



1 



celui qui sort par a/ sera 



j,t d — cos9 

d\ . dO 



adû dù\ cos — 

\ d9 



d* 



dB 
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d'où résulte un second excès égal à 

d -r- cos 9 

,« Jl J, dB 

qdBd^dp — 

Le flux entrant par co t étant 

/ dV\ ! dV\ 

qf COS 9 d^dOi — — j OU q CO$Qd^dB I — - p a — J > 

celui qui sort par w' t sera 

/ d * — 

I d\ P dp 

q cosQdûdQ \ — p* - r-^-da 

\ dp dp \ 

d'où résulte un troisième et dernier excès égal à 

dp* — 

qdOdtydp • — ° cos 0. 

</p 

Or la somme des trois excès, ou des trois gains de chaleur, 
doit être nulle, puisque la température de l'élément est sta- 
tionna ire; égalant donc cette somme à zéro, supprimant le 
facteur commun qdtydQdp, et divisant par cos0, on aura 

J dy « s . dy 

j, xt d T7T cos ô d P T— 

,, x 1 d 2 \ 1 dB dp 

(4) 1 1 L — o. 

K ^ J cos 2 G d^ cose rfô rfp 

Telle est l'équation générale de l'équilibre des tempéra- 
tures, exprimée en coordonnées sphériques. 

Si Ton représente par ^ le sinus de la latitude, on pourra 
prendre fx au lieu de 0, pour la seconde coordonnée sphé- 
rique, et puisque l'on a 

sin0 = |tA, cos0 d$ = d\k, cos*Ô = i — /x*, 
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r équation (4) deviendra 

1 — /x 1 a p dp 

forme adoptée par L api ace. 



§ CXLVIII. 

POUR L'ELLIPSOÏDE EN GÉNÉRAL. 

Le corps solide étant rapporté au système des coordonnées 
thermométriques (a, (3, y) du § 81, considérons dans son 
intérieur un élément de volume dsds x ds t , compris entre 
deux surfaces infiniment voisines au paramètre a, deux au 
paramètre |3, deux au paramètre y. Soient 



tù 



= ds { ds t y cd t = ds 7 dsy w a = dsds t , 



les trois faces de cet élément qui forment le sommet où les 
paramètres ont les moindres valeurs, et a/, w'-j , c«>' 3 les trois 
faces opposées. Il s'agit d'évaluer les quantités de chaleur 
qui traversent ces six faces dans l'unité de temps. Rappelons 
que dans le système de coordonnées actuelles, on a les 
valeurs 

ds=zcDiT> 7 doL } flfr, = cD 2 D*/p, ds 7 =:cDDidy 9 

[(5), §83)]; les D, étant donnés par le tableau (2), § 80, 
qui montre que D est indépendant de «, D t de (3, D, de y. 

D'après l'expression (2), le flux de chaleur qui entre dans 
l'élément par la face « est 



ou 



^D'D.Djrfprfy 



( *I_\ 
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ou enfin 

• 

on aura évidemment la quantité de chaleur qui sort de l'élé- 
ment par la face «', en ajoutant à l'expression précédente 
sa différentielle en a , ce qui donne 



cqD >dpdy( r --—d«) 



puisque D ne varie pas avec a-, l'excès du flux entrant par 
w sur le flux sortant par g>', est, après réduction, 

d-V 
cqda.d$d 1 .V 1 —- 

De la même manière, le couple des faces («i, »',) donnera 

l'excès 

s d'Y 
cqd a. d p dy . D , -jt- 9 

et le couple (&>, , &>' T ) celui-ci 

, d*\ 

cqdcd^d 1 .D\— r 

Or la somme de ces trois excès ou de ces trois gains de 
chaleur doit être nulle , puisque la température de l'élé- 
ment est staiionnaire ; on a donc nécessairement 

(6) » ? ^ + D ^+ D '>^ = °- 



d$* ^ * df 



Telle est l'équation générale de l'équilibre des tempéra- 
tures , exprimée dans le système des coordonnées thermo- 
métriques (a, (3, y). 

Les D, peuvent être exprimés indifféremment par les A,- r 
par les B, ou par le Q. Adoptant le premier mode, et sup- 
primant l'indication de la variable qui sera toujours et 
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pour A , |3 pour A n y pour A, , l'équation (6) deviendra 
<7) (Ai-AÎ)^ + (AÎ-A')^ + (AÎ-A»)^=o. 

Enfin si l'on désigne par 

(8) v = cA, p = cAi, p — cA 2 ; 

les premiers axes des trois familles de surfaces conjuguées, 
il résulte du § 93 que les coordonnées thermométriques 
(a , /3 , y) seront les transcendantes 



—c r d * 

~~ Jo i/£ 2 — v' \/c a — v 2 ' 



{9) p=c r , ^ 



Je \/p 2 — 6 a l/c* — p» 



y/p 2 — 6 2 \/< 
et l'équation (7) multipliée par c* prendra la forme 

d*V d 7 V // 2 V 

plus commode dans les applications. 

Pour la 'recherche que nous entreprenons , il importe 
d'exprimer aussi l'équilibre des températures dans deux 
autres systèmes de coordonnées : celui des ellipsoïdes pla- 
nétaires, §97, et celui des ellipsoïdes ovaires, § 101. Ces 
systèmes n'étant que des cas particuliers des coordonnées 
elliptiques , les nouvelles équations se déduisent de l'équa- 
tion générale (7) ainsi qu'il suit. 
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§ CXLIX. 

POUR L'ELLIPSOÏDE PLANÉTAIRE. 

Si an lieu de la coordonnée thermométrique a on adopte 
pour paramètre la fonction inverse intermédiaire 6 du §96, 

on aura 

dB 
A = *sin0, dcL= — ? 

y i — A* sin*6 

/ dV 

c/i/i— ^'sio'ô — 

d ' y i TT^Tk d9 

__ — Jï— *'sin 2 ô -r^ ? 

et l'équation (7) prendra la forme 

. dV 

ds/i— *'sin'ô — 

(AÏ-ÀÎ)* 7 '-* 1 ™'* — 

-H (A, 2 - Psin'O) £J + (A? — *«tf 0)Ç? = o. 

dp 2 dy 7 

Faisant maintenant k = o , on passera au système des el-v 
lipsoïdes planétaires dans lequel A s = sec y, A, = H sec (3 5 
et F équation précédente deviendra 

d 2 \ d 2 \ d 2 \ 

(n) (séc 2 7 -Hséc 2 p)— + — séc^ 7 -h— Hséc^ = o; 

telle est l'équation de l'équilibre des températures expri- 
mée à l'aide des coordonnées du § 97. 

On peut mettre les coefficients de cette équation (11) 
sous une autre forme plus commode. Désignant le demi- 
diamètre équatorial par X pour les hyperboloïdes à une 
nappe, par p pour les ellipsoïdes, il résulte des §§16 
et 15, que les paramètres thermométriques |3 et y seront 
les transcendantes 

, ^ »■ c c ^ r p d p 

ia) p = c / , y = c / * , 
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lesquelles donnent inversement 

c c 

(i3) X = — —r-, = c H séc S , o= = cséc7. 

K ' E(P) r ' r COS7 ' 

D'après cela, multipliant l'équation (n) par c% et intro- 
duisant X et p, elle deviendra 

d'Y d'Y d'Y 

p et X étant respectivement les fonctions inverses (i3) des 
transcendantes /3 et y (ia) prises pour coordonnées. 
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POUR L'ELLIPSOÏDE OVAIRE. 

Si, au lieu de la coordonnée thermométrique |3, on adapte 
pour paramètre la fonction inverse intermédiaire ty du 
§ 100, on aura 

d^ 



A i ==sji-^- *' s cos'4i, dp 



s/i— Â"cos*^ 



dV 

_ = ^_,<W + - *, 

et l'équation (7) prendra la forme 

d\l\— A^cos^ — 



(c;+c f )vi— ^co» s + 



r/4. 



rf'V d'Y 

-h (C» 4- *" cos'^) — - •+- (C 3 — /" cos 2 40 -— — o. 

«a 2 a«y' 

Faisant maintenant A 7 = o, on passera au système des el- 
lipsoïdes ovaires, dans lequel C» =Hcosécy, C = Hséc«: 
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et l'équation précédente deviendra 

(i 5) -7-r Hcoséc 2 7+ (H coséc 2 7+H séc* a) -rrrH — tt H séc 2 a=o. 
a a 2 r/\|/ 2 dy 7 

Telle est l'équation de l'équilibre des températures expri- 
mée à laide des coordonnées du § 101 . 

On peut mettre les'coefficients de l'équation (i5) sous 
une autre forme. Désignant le demi-axe équatorial par v' # 
pour les hyperboloïdes à deux nappes, par p f pour les el- 
lipsoïdes, il résulte des §§ 17 et 18 que les paramètres ter- 
mométriques a et y seront les transcendantes 



(• 



6) g=c r g_, y _ e r-iL= 



lesquelles donnent inversement 

(,7) v ' = Ê^T) =cH ^ séca ' p'=^=cHcoséc 7 . 

D'après cela, multipliant l'équation (i5) par c* et introdui- 
sant v ; et p', on aura 

„8, ^ + (p , + ^ + ^ = 0> 



v etp' étant respectivement les fonctions inverses (17) des 
transcendantes a et y (16) prises pour coordonnées. 

S CLI. 

FLUX DE CHALEUR ELLIPSOÏDAUX. 

Terminons cette leçon par deux applications de l'expres- 
sion du flux de chaleur ellipsoïdal. Une enveloppe solide 
est limitée par deux ellipsoïdes isothermes; la paroi inté- 
rieure au paramètre y L est entretenue à une température 
fixe, prise pour unité; la paroi extérieure au paramètre y* 
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a aussi une température fixe et constante, prise pour zéro ; 
la température Y qui existe sur un ellipsoïde intérieur au 
paramètre y est, d'après le § 2, 



V = ^ *-, d'où / -^- == . 



7»— H d l 7« — 7» 

Alors l'expression du flux, traversant l'élément a> t du § 148, 
devient 

09 [AÏ(p)_À'(a)]rfcu/p; 



7* — 7 



et pour obtenir 1^ flux total qui s'écoule dans l'unité de 
temps par la surface entière de l'ellipsoïde au paramètre y, 
il faut intégrer ce flux partiel de o à xs pour a , de o à u 
pour P, puis prendre huit fois le résultat. Or, d'après la 
formule établie au § 104, ce flux total sera 

7e— 7* 

expression indépendante de y, comme cela devait être. 

Dans la même enveloppe solide, considérons encore Fel- 
lipsoïdeisotherme au paramètre y. Le flux qui traverse un 
élément 

est égal à 

Cq D]d*dp; 



le— fi 

ici l'élément de surfacevû), varie de grandeur avec a et |3. 
Substituons à cet élément variable un élément constant û, 
ou, posant 

c*T>]T>D l dadp = a, 

imaginons que les différentielles rfa, c?|3 varient de telle 
sorte que le premier membre conserve la même valeur 
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pour toutes les grandeurs des Dj. Cette équation posée 
donne 

et le flux de chaleur qui traverse SI a pour expression 

a Cl qÇl 
, ou * 



«(7e- 7#) DD ' c(y e - 7l .) s/ÂÏ- A? ^AJ - A 2 

A l'extrémité du grand axe de l'ellipsoïde dont les coor- 
données sont « = cr, (3 = 0', d'où A = A, A t = 1, le flux 
sera 

où 

A • 



*(7* — 7') A 2 B,C, 



à l'extrémité de l'axe moyen dont les coordonnées sont 
a = o, (3 = t*', d'où A = o, A t = 1 , le flux est 

qa B • ' 



c(7« — 7i)A,B,C 2 



enfin, à l'extrémité du petit axe dont les coordonnées sont 
a = o, (3 = o, d'où A = o, A 4 = A, le flux devient 



* (7* "" 7i) A 2 B 2 C a 



Les trois flux sont entre eux comme les fonctions inverses 
A t , B s , Cj, ou comme les axes de l'ellipsoïde isotherme. 

Cette loi est la même que celle qui régit la tension de 
l'électricité statique à la surface d'un ellipsoïde conduc- 
teur. Concordance que l'on pouvait prévoir, d'après l'iden- 
tité qui existe entre les surfaces isothermes et les surfaces 
de niveau : car si la température et le potentiel sont repré- 
sentés par la même fonction V de y, le flux calorifique et 

•4 
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la tension électrique s'expriment par la dérivée de cette 
fonction, et sont conséquerament proportionnels. 

On arrive plus rapidement à la loi énoncée, en remar- 
quant que l'épaisseur de Ja couche comprise entre deux el- 
lipsoïdes aux paramètres y et y -+- dy , étant égale à dsi, 
varie comme le produit DD^ et que, d'après la loi phy- 
sique (i), l'intensité du flux de chaleur doit être en raison 
inverse de cette épaisseur, qui , à chaque sommet , est elle- 
même en raison inverse de Taxe correspondant, d'après les 
égalités 

Aï d A 3 = B a r/B 2 = G* dC 2 , 
déduites des différentielles (6) , § 37. 
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QUATORZIÈME LEÇON. 

Double cas du prisme rectangle indéfini. — Développements divers d'une 
fonction d'une seule variable en série de sinus et de cosinus. — Cas du 
prisme rectangle déilni. — Développement d'une fonction de deux va- 
riables en série de cosinus. 



§ GLU. 

QUESTION GÉNÉRALE. 

t 

Yoici maintenant Fenoncé du problème général indiqué 
au § 143 : La surface d'un corps solide homogène est sou- 
mise à des sources calorifiques , constantes et diverses ; les 
points de cette surface ayant ainsi des températures fixes et 
connues, il s'agit de déterminer une fonction V qui exprime 
les températures des points situés à l'intérieur du corps. 

Indiquons succinctement les solutions de ce problème 
pour plusieurs formes de corps traitées depuis longtemps 
par les géomètres. 

§ CLIIÏ. 

PRISME RECTANGLE. PREMIER CAS. 

Exemple /. — Le corps solide est une poutre rectangu- 
laire, indéfinie dans le sens de ses arêtes^ trois des faces 
latérales ont la température zéro sur toute leur étendue; la 
quatrième a une température fixe sur chaque droite paral- 
lèle à l'axe de la poutre, et différente suivant la position 
de cette droite. 

Prenant l'axe de la poutre pour celui des z, et les axes 
des x et des y respectivement parallèles aux cotés 2 a et 2 b 
de la section normale, les faces latérales auront pour 

14. 
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équations 

la température des trois premières est zéro; celle de la 
quatrième est variable avec x seulement et donnée par la 
fonction ¥ (x). Il est évident que la fonction cherchée V ne 
doit pas contenir la coordonnée z y ce qui réduit l'équa- 
tion (3), § 146, à celle-ci 

d*V d*V 

Le problème d'analyse qu'il s'agit de résoudre consiste 
à déterminer une fonction V de x et y. i° qui vérifie l'é- 
quation aux différences partielles (i) ; 2 qui s'annule, quel 
que soit/, quand x est égal à — a ou + û; 3° qui s'annule, 
quel que soit x, quand y est égal à — b\ 4° enfin qui se 
réduise à F (x) quandy est égal à+i, Voici la marche de 
la solution : on compose V d'une série de termes simples 
satisfaisant chacun aux trois premières conditions; on donne 
à chaque terme un coefficient arbitraire; puis on cherche 
quelle valeur doivent avoir les coefficients introduits, pour 
que la série V satisfasse à la quatrième et dernière condi- 
tion* 

§ CUV. 

DÉTERMINATION DU TERME SIMPLE. 

Soit U un des termes simples. Pour qu'il puisse remplir 
les conditions relatives aux trois premières faces, il doit 
être essentiellement de la forme U = XY ; le facteur X ne 
contenant que x, et s' annulant pour x = ± a \ Y ne con- 
tenant que y y et se réduisant à zéro pour/ = — b. Ce terme 
doit vérifier! équation (1) ; substituant à V le produit XY, 
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et divisant ensuite par ce produit même , on doit avoir 

i d'X i d*Y 



X dx* Y dy 



o. 



La première partie étant indépendante de y, la seconde de 
jc, cette équation ne peut être vérifiée que si ces deux par- 
ties ont des valeurs constantes, égales et de signes .con- 
traires. Soient — m* et -h m* ces deux valeurs, les deux 
facteurs de U devront satisfaire aux équations différentielles 

L'intégrale générale efc la première équation (2) est 

X = C sin mx 4- C cos//#.r , 

« 
et puisque X doit s'annuler pour x = zb a, il faudra que 

l'on ait , ou 

C=o, C = 1 , et /w = — y 

a 

i étant un nombre entier quelconque , ou 

C = o, C'=i, /« = — 9 

2 a 

/étant pareillement un nombre entier. Ainsi le facteur 

X sera, ou sin — x, ou cos x. 

a %a 

L'intégrale générale de l'équation différentielle '(2) eny, 
dans laquelle la constante m a maintenant Tune ou l'autre 
des deux valeurs précédentes , sera 

Y = C" <?* -f- G" e~ m \ 

et si l'on détermine les deux constantes C et C", de telle 
sorte que Y s'annule pour y = — b , condition essentielle, 
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et devienne l'unité pour y = -h i, ce qui simplifie la re- 
cherche ultérieure, on aura définitivement 

^ (*n (jr+é) _ c -m (j+b) ^ £ [ m (y + &)] 



§ CLV. 

THÉORÈME FONDAMENTAL. 

Ainsi la fonction V se composera de deux séries partielles 
et sera de la forme 



(3) V = 



v ili L a J • . x 

> M , T z — - sin 1 7t - 



c( a > +..**) 



27 -+-I -flf x 

cos — : 

2 a 



Ja première série s' étendant de i = i à *= oo , la seconde 
de / = o à / = oo ; M et N étant des coefficients arbitraires 
et différant d'un terme à un autre. 

11 faut, pour dernière condition, que cette valeur géné- 
rale (3) de V se réduise à F (a:) quand on y feray==t, 
c'est-à-dire que l'on ai t identiquement 

(4) ^Msm^^^cos^^^ = F(x), 

ou , plus simplement , 

X étant sin in - , ou cos *- — — - : OK étant M ou N. Dans 

a 2 a 1 
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cette équation (5), qu'il s'agit d'identifier, le facteur va- 
riable X de chaque terme vérifie l'équation 

(6) ^4-*'X = o 



( 



m étant — > ou — ) , et s'annule aux deux limites 

a sa / 

m 

x=. — aetx = -\-a. 

Soit X' le facteur variable d'un autre terme j il vérifiera 
l'équation différentielle 

d 7 X' 

(7) -^-H^X-o, 

dans laquelle ni est — ^> ou — : ni différant de ///. 

■* a la 

Les deux équations (6) et (7) donnent, par une combinai- 
son facile, 

^lY Ai Y' 

(8) («"-m'JXX^X'-^-X 



r/x 3 dx 



2 



Si l'on multiplie par dx et qu'on intègre de x = — a à 
#=*-f-a, l'intégrale indéfinie du second membre étant 

X — X —=— \ ? et s'annulant aux deux limites par X 

et X', on aura 



XX' dx — o, 



<ît, puisque ni est différent de /n, 

>-f-<i 



&> L 



XX' dx = o . 



Ce théorème important (9) donne le moyen d'isoler chaque 
coefficient de l'identité (4) et de déterminer sa valeur. 
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§ CL VI. 

VALEURS DES COEFFICIENTS. 
On isolera le coefficient M, du terme de la première série 
partielle où m est — * en multipliant l'équation (4) par 



x 



sin in - dx, et intégrant entre les deux limites — a et -+- a, 

ce qui fera disparaître tous les autres termes du premier 
membre d'après le théorème (9), et l'on aura définitive- 
ment 



X~*~ a X C * 

sin* i ir - dx — I F ( x ) sin in - dx. 
" J-a' a 

On isolera le coefficient Ny du terme de la seconde série 
partielle où m est — ^- > en multipliant l'équation (4) 

Js Ce « 

2 / -4-1 .7T , . 

par cos — x.dx, et intégrant entre — a et -h a, ce 

qui fera disparaître tous les autres termes du premier mem- 
bre, et il viendra 



• -i 



(n) N, /^cos' * J + 1 , * x.d* = f F (x) cos V "*"'•* *.<&. 



L'intégrale définie 

►-4-a 



I COSgir - dx, ou I I cos 2 — .r — sin 1 — .r ) ffo, 

dans laquelle g est un nombre entier, pair ou impair, est 
égale à zéro, puisque l'intégrale indéfinie, qui est 

O X * 

— sin grc-* s'évanouit aux deux limites. Les deux inté- 
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grales définies 



X gît r~r- a a^ 

cos 2 — x . dx* ! sin 2 — x . dx y 

sont donc égales entre elles, et puisque leur somme est 

X-t-o. 
dx, ou a a, chacune d'elles est égale à a. 

D'après cela , les valeurs générales des coefficients M et 
N , données par les équations (io)et(ii), sont 

M,= - I FfarjSin — x.dXy 

(12) 



N; = - I F(.z)cos — x.dx. 



Ces valeurs étant substituées dans les deux séries par- 
tielles, la série totale (3) sera définitivement la fonction V 
cherchée. 

§ CLVII. 
PARTIES PAIRE ET IMPAIRE. 

On peut considérer la fonction donnée F (x) comme 
étant composée de deux parties , l'une paire , 

l'autre impaire, 

1( , ) = r(«)-F(-« ). 

Substituant P (x) -H I (x) à F {x) sous les intégrales (12), 
et observant que les intégrales définies 

I P(#)sin — x.fay I I(;r)cos — '—x.dx, 

J-a a J-a 2* 
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sont nulles d'elles-mêmes, puisque leurs éléments sont des 
fonctions impaires , on aura séparément 



M, =r - f I(.r)sin — x.dx, 
(i3) 



N/ = - / P(x)cos --— x.<lr. 



Par ces valeurs , la première série partielle de V (3) corres- 
pond au développement de la partie impaire I (#), la 
seconde à celui de la partie paire P (x) de F (x). La 
première série partielle disparaîtrait si les températures 
fixes F (x) étaient symétriquement égales et de même 
signe, de part et d'autre de Taxe desj\ Ce serait la seconde 
série partielle qui s'annulerait, si les températures fixes 
étaient symétriquement égales et de signes contraires , par 
rapport au même axe. 

Si l'on voulait évaluer les flux de chaleur qui se perdent 
dans la source constante, de température zéro, par les élé- 
ments de la face x = — fl,oux= + fl, il faudrait prendre 

la dérivée -r— » qui entre comme facteur dans l'expression 

de ces flux, et y faire x = — a, ou = ~f- «, ce qui don- 
nerait 

— ; > iMjCOSlK — —. r— - 

a*** l ( . a\ 



+i^2( 2 ->+l)Nysin 



. e ( a > 



b 

4-I-7T- 



D'où l'on voit que les deux .parties , impaire et paire , de 
F (x), influeront l'une et l'autre sur l'intensité du flux. 
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§ cLvm. 

PREMIERS DÉVELOPPEMENTS. 

De la solution qui précède résulte ce corollaire, qu'une 
fonction impaire I (x) peut être développée en série par la 
formule 



l=X> 



I (a)sin — a.daty 



1=1 



et une fonction paire P (x) par celle-ci, 

;=co 
(i5)P(a?) = - > cos — x \ P(a)cos— OL.doL, 

Ces deux développements, trouvés dans la même question 
de physique mathématique , sont en quelque sorte conju- 
gués : tous deux s'annulent aux limites x = — a et x=z-\-a\ 
ni Tune ni l'autre de leurs dérivées premières ne disparaît 
à ces mêmes limites. Et c'est précisément cette concor- 
dance qui les associe dans le développement général , 



;=oo 



1 V 2/H-I.7T C^ 2/-M.7T 

- > cos x I F (a) cos — a.rfa, 



(■9 *(*) = { . 

I ™ • * 

1=00 



I v^ in r . . . / 7r 

H — > sm — .r f F(a)sin — a.doL, 



i=i 



qui peut seul constater que la série totale V (3) remplit la 
dernière condition , sans altérer les premières. 
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§ eux. 

PRISME RECTANGLE. SECOND CAS. 

Exemple IL — Une poutre rectangulaire, de même na- 
ture et de mêmes dimensions que celle de l'exemple précé- 
dent, a aussi ses deux faces, y = — b et y = -+- 5, entrete- 
nues, la première à la température constante zéro, la 
seconde à des températures diverses F (x) ; mais ses deux 
autres faces , x = — a et a: = H- a, sont tellement dispo- 
sées , que les flux de chaleur sont nuls sur tous leurs élé- 
ments. (C'est ce qui aura lieu, par exemple, si cette poutre 
fait partie d'un plancher indéfini , formé de poutres égales 
et juxtaposées, qui soient, en outre, soumises aux mêmes 
sources de chaleur par leurs faces libres. ) 

Il s'agit de déterminer une fonction V de (#, j) ; i°qui 

dV 
vérifie l'équation (i) ; 2° dont la dérivée — s'annule, quel 

que soit j, pour x=±a\ 3° qui s'annule elle-même, 
quel que soit x , pour y = — b $ 4° enfin qui se réduise 
à F (x) pour y = -+- b. Suivant strictement la même mar- 
che que dans l'exemple précédent, le facteur Y, du terme 
simple U = XY, restera le même •, mais X , devant mainte- 
nant être tel que sa dérivée première soit zéro pour a: =.dta, 

sera nécessairement cos in - > ou sin -^— - — " — -. La fonc- 

a 1 a 

tion V, toujours composée de deux séries partielles, sera 

de la forme 



(«7) 



V= ^ M -L± J--J eu/*? 



y N L , 2a AX -U n 2 ^'-* 

t 2/ + I . JT • 
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La quatrième condition à remplir exigera que l'on ait 

(.8) 2Mcos/^ + 2N«n^HL^=F(x), 

ou plus simplement 

(i 9 ) 2 3ILX=:F ( jc )- 

X et X' facteurs variables de deux termes , correspondants à 
des valeurs différentes m et m', vérifieront encore les deux 
équations (6) et ( 7 ) ; la même combinaison donnera encore 
l'équation (8), que Ton multipliera partir pour l'intégrer 
entre — a et -+- a *, alors l'intégrale indéfinie du second 
membre, qui sera toujours 



/ 

[ 



ÏÏ-XÏ,, 



dx d: 



T. 



s'évanouira encore aux deux limites , mais ici ce sera par 

— et -7— On aura donc encore le théorème (9). 

Poursuivant , on conclura que les valeurs générales des 
coefficients M et N sont 



M 

(20) 



i= — / F(*^cos — x.dx, 

Ny=r- / F(x)sm~ x.dx, 

avec cette seule différence que la première série partielle {ij) 
comprend actuellement un terme correspondant à z = o , 
qui est 

et dont le coefficient a la valeur 

(21) M = — / ¥(x)dx y 

2 a J— a 
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que Ton obtient en multipliant l'équation (18) par fret- 
in tégrant entre — a et 4- a, ce qui fait disparaître évidem- 
ment tous les autres ternies du premier membre. 

Les valeurs ( 21) et (20) étant portées dans les deux sé- 
ries partielles, la série totale (17) sera définitivement la 
nouvelle fonction V cherchée. En substituant à F [x) , sous 
les intégrales (21) et (20), la somme P(ar)-f-I (x) de ses 
deux parties paire et impaire , on a séparément 

^0= — / P(jr)</jr, M, ■= - I P(j:)co$— xdx> 

*«J-a a J-a ^ a 

(22) 

rî;= - I I(.r)sin x.dx. 



Par ces valeurs, la première série partielle de V (17) em- 
ploie le développement de la partie paire de F (x) , la se- 
conde celui de la partie impaire. 

§ CLX. 

SECONDS DÉVELOPPEMENTS. 

De cette nouvelle solution résulte cet autre corollaire, 
qu'une fonction paire P (x) peut être développée par U 
formule 

p (*) = îï J_ m p W'' a 

(23) ( 1 = 00 

J v^ in r + a ,, % /* , 

-f- - > cos — x f Ffajcos — a.d&, 



1 = 1 



et une fonction impaire I (x) par celle-ci 

M) I (x) = l'y sin 2 ±±l-« , f + " I (a) sin ^>+^ «.rf 
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Ces deux développements sont conjugués : ni l'un ni 
l'autre ne s'évanouit aux limites x = db a, tandis que leurs 
dérivées en x s'annulent ensemble aux mêmes limites. Et 
de cette concordance même résuke leur association dans le 
développement général. .. (25) 



00 



1 — f Farfa-f- > cos — x I Ffajcos — ar/a 

V a J-a a ** a J-a " 

F(*) = 



QO 



-+-->Sin~ x I F(a)sin- a.rfa, 

a** la J a 7 - a 



qui seul permet à fa fonction V (17) de vérifier la dernière 
condition , en même temps que les premières. 

Une fonction quelconque F(.r) est aussi exprimée par une 
série de sinus et de cosinus, en prenant le développement 
de la partie paire dans le groupe (14) , (i5) , et celui de la 
partie impaire dans le groupe (23), ( 24), ou inversement ; 
ce qui donne, par des réductions faciles, les formules.sui- 
v an tes : 



1 C* a 

F(jr)= — I F(a)rfa 



(*) 



oc 

/» -+- a 

H \* I F (a) COS — (.*•■ — a)rfa, 

1 



00 

1 ^ r^ a \*f \ 2/ + 1 .7T 

¥ ^ = â2ij F ( a ) cos Ta (*- a ) rfa - 



o 



Mais ces développements hybrides et composés, qui ont pu 
être l'occasion de recherches intéressantes au point de vue 
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purement analytique , ne sauraient être d'aucune utilité en 
physique mathématique : car, dans chacun d'eux, la partie 
paire répond à une question , la partie impaire à une autre 
toute différente, et eu quelque sorte opposée à la première. 
Sur ce terrain des mathématiques appliquées, il faut s'en 
tenir aux développements (16) et (a5), moins simples en 
apparence, mais dont l'homogénéité appartient au fond, 
non à la forme. 

§ CLXI. 

PARALLÉLIPIPÈDE RECTANGLE. 

Exemple III. — Le corps solide est un prisme rectan- 
gle dont les côtés sont 2 <2, 26, 2c. Cinq de ses faces ont la 
température zéro dans toute leur étendue; la sixième a des 
températures fixes en ses divers points, lesquelles sont dis- 
tribuées symétriquement par rapport aux faces latérales. 

L'origine des coordonnées étant placée au centre du 
prisme, et les axes étant parallèles à ses côtés , les six faces 
auront pour équations : 

jc = — a, y = — b, z = — c y 

La température est zéro sur les cinq premières} sur la 
sixième elle est variable avec x et y, et donnée par une 
fonction F (x, y) paire en x et paire en y. 

Il s'agit de trouver une fonction V de ( ar, y, z) : i° qui 
vérifie l'équation 

2 qui s'annule séparément pour x = — a, .r = -+-fl, 
J= — £> i J r = + A, z= — c, 3° enfin qui se réduise à 
F ( x 1 f) quand z = + c , et puisque cette fonction est 



I 
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paire en x et en y, la fonction V doit être de même nature. 
Comme dans les exemples précédents , on compose V d'une 
série de termes simples, satisfaisant chacun à toutes les 
conditions qui précèdent la dernière. 

Soit U un des termes simples. Pour qu'il puisse s'annu- 
ler séparément sur les cinq premières faces, il doit être 
de la forme U = XYZ; le facteur X ne contenant que x et 
s'annulant pour x = db a , Y ne contenant que y et s'an- 
nulant pour y = ±6, enfin Z ne contenant que z et s'an- 
nulant quand z = — c. Ce terme doit vérifier l'équa- 
tion (27), ce qui exige que Ton ait 

1 d*X 1 d'Y 1 //'Z 

= o. 



X dx % Y dy* Z ' dz* 

Le premier terme ne pouvant contenir d'autre variable 
que a:, le second que/, le troisième que s, ces termes doi- 
vent être égaux à trois constantes : — //t 8 , — w s , -4- r 2 ; la 
troisième r f étant égale à (rri t -\-u' 1 ). Ainsi les trois fac- 
teurs de U devront vérifier les trois équations différentielles 



(28) 



/ rf'X • d'Y 

d 2 Z 



dz À 



— r*x = o. 



Le terme simple U, comme V, doit être pair en x et 
en y 5 X et Y ne peuvent donc être que cosma: et cos ny. En 
outre, pour qu'ils s'annulent quand x~±a et y=dbb, 
les constantes meln doivent avoir les valeurs 



, . 2 I + I . 7T 2 j -4- I . 7T 

29) m = , n = y — , 

^ la 26 

ieïj étant des nombres entiers quelconques. Le facteur Z 

i5 
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doit vérifier la troisième (28), s'annuler pour z = — c, et 
se réduire à l'unité quand z = -+- c, afin de simplifier la 
recherche ultérieure ; ce facteur sera donc 



"•1 -'^'--V^H^ 1 )' 

Réunissant tous les termes simples correspondants à 
toutes les valeurs des entiers 1 et/, la fonction V se présente 
sous la forme 

l 3 ' ) l = 2à2é Gtl '-> ) C(2rc) C ° S mx COS njr ' * 

où //z , /* , r ont les valeurs ( 29) et (3o) 5 le double indice de 
la constante arbitraire G indiquant les valeurs des entiers 1 
et j qui particularisent le terme qu'elle multiplie. Cette 
fonction V devant se réduire à F- (a:, y ) pour z = -+- c , on 
doit avoir 

V 32 ) 22 ( '(i.y)CO»/»j:ct>s«r==F(*, < r), 

et il s'agit de déterminer les coefficients G fl .). 

Le théorème (9) établit que les deux intégrales définies 

cos m x cos m'xdx, j cos n y cos n' ydy, 

a *y — b 

sont nulles quand m et m\ n et «' sont différents *, elles sont 
d'ailleurs égales à a, à &, quand m'= m, n'=ri. A l'aide 
de ces propriétés on isolera le coefficient G^,)) , en multi- 
pliant l'équation (3a) par cos mx cos nydxdy, et intégrant 
de x= — a à x = + a , dey = — b à yr: + i, double 
intégration qui fera disparaître tous les autres termes du 
premier membre, et l'on aura, en remplaçant x et /p ar 
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a et (3 sous l'intégrale définie double , 



(33) G {i ,j) = -T I I F (a, p)cos/wacos/iprfa^p. 

Avec celte valeur, la double série (3i) sera la fonction Y 
cherchée. 

Par cette même valeur (33), la formule (32) développe, 
en séries de cosinus, une fonction de (#, y), paire en x, 
paire en y, et d'ailleurs quelconque \ genre de dévelop- 
pement qui seul permet de constater que la fonction V (3i) 
satisfait à toutes les conditions qui lui sont imposées. 

Si la fonction F, qui donne les températures fixes de la 
face z=. -+- c, est impaire par rapporta l'une des variables, 
en x ou en y, il faut remplacer, dans chaque terme simple^ 
cosmx ou cos ny, par sin/wxou sinny, et prendre 



/7T ]TZ 

m = — ou n = *— 
a b 



au lieu de la valeur (29). A l'aide de ces changements, on 
obtiendra immédiatement la série (3i) exprimant la tempé- 
rature V, si la fonction F est impaire en x et paire en y, ou 
paire- en x et impaire en y, ou enfin impaire en x et en y. 
Ces trois cas, joints à celui que traite directement l'exemple 
actuel, donneront quatre séries particulières et distinctes. 

Si la fonction F est quelconque , ou composée de quatre 
parties rentrant respectivement dans les cas précédents, la 
série générale V sera la somme des quatre séries particu- 
lières ; et l'on pourra substituer la fonction entière aux 
fonctions partielles, sous les intégrales définies doubles des 
coefficients généraux (33), parles mêmes raisons qui éta- 
blissent l'identité des valeurs (1 3) et (12). 

Enfin, si tous les points de la surface du parallélipipède 
ont des températures différentes, il faudra répéter la même 

i5. 
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suite d'opérations pour chacune des six faces, en donnant à 
cette face les températures qui lui appartiennent, et suppo- 
sant les cinq autres à zéro. On aura de cette manière six 
séries générales, dont la somme exprimera définitivement 
la température V d'un point quelconque pris à l'intérieur 
du prisme rectangle. 

Cette multiplicité des séries composant la valeur défini- 
tive de V, capable d r embrasser tous les cas, tient à la dis- 
continuité de la surface qui limite le solide. Elle appartient 
à tous les corps de forme polyédrique , mais elle n'existe 
plus pour les sphéroïdes que nous traiterons dans les leçons 
suivantes. Ce qui prouve que le prisme rectangle, généra- 
lement choisi comme l'exemple le plus simple, dans les 
questions de physique mathématique, est au contraire fort 
compliqué \ et qu'il y aurait de l'avantage à essayer d'abord 
des corps d'une autre forme : c'est-à-dire à prendre un sys- 
tème de coordonnées autre que celui des {oc^y^ z). 
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QUINZIÈME LEÇON. 

Cas de la sphère. — Conditions restrictives imposées par la forme du corps 
à l'expression de la température. — Forme essentielle et propriétés di- 
verses de la fonction V (/j.) du sinus de la latitude. — Développement d'une 
fonction en coordonnées sphériques. 



§ CLXII. 

CAS DE LA SPHÈRE. 

Exemple IV, — Le corps solide est une sphère pleine 
dont le rayon est r\ tous les points de sa surface ont des 
températures fixes, données par la fonction F (<p, fx), ^ 
étant la longitude et fx.le sinus de la latitude. Il s'agit de 
déterminer la fonction V des trois coordonnées sphéri- 
ques (i|/, /a, p) qui exprime la température des points si- 
tués à l'intérieur de la sphère. Cette fonction doit : i° véri- 
fier l'équation aux différences partielles 

§ 147 ; 2 se réduire à F (<p, y.) quand p = r. On peut la 
composer, comme dans les exemples précédents , d'une 
somme de termes simples, vérifiant chacun l'équation (i), 
et tous multipliés par des coefficients, d'abord arbitraires, 
qu'il faudra ensuite déterminer, de telle sorte que la se- 
conde et dernière condition soit satisfaite. 

Soit U un des termes simples. Il est naturel d'essayer s'il 
peut avoir la forme U = QPR d'un produit de trois fac- 
teurs, Q variable seulement avec ^, P avec fa R avec p. 
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Substituant dans l'équation (i) le produit QPR à V, et di- 
visant ensuite par ce produit même, on aura 

(a , -L^igS + l v M ^4-LJ-^ = q, 

f i— ^Qr/^ P dp R. rfp 

Le second terme ne contenant que fjt, il doit en être de même 
du reste de l'équation ; ce qui exige que les deux fractions 

i «PQ i v dç 
Q rf^»' R </p ' 

aiçnt pour valeurs des constantes \ car la première ne pour- 
rait introduire que la variable ^, la seconde que p. La ques- 
tion traitée, qui concerne exclusivement une sphère pleiae, 
sans lacune à la surface , indique quelles peuvent être ces 
constantes. 

§ CLXIII. 

CONDITIONS RESTRICTIVES. 

La fonction V doit évidemment rester la même si Ton 
augmente la variable tf, ou la longitude, de ag7T ou dun 
nombre entier de circonférences. Donc V ne peut contenir 
la variable ty que sous des lignes tri gono métriques. Pour 
toutes les valeurs de ^, V doit rester fini*, donc ces lignes 
trigonométriques sont exclusivement des sinus et des cosi- 
nus, et de plus, V étant développé suivant les puissances 
entières de sintp ou de cos^, les exposants de toutes ces 
puissances seront essentiellement positifs; or ce développe- 
ment pourra toujours être transformé en un autre, suivant 
les sinus et cosinus des multiples de ^. Par suite de Tin- 
dépendance mutuelle des coefficients arbitraires, chaque 
terme simple U doit jouir des mêmes propriétés restrictives 
que V ; donc le facteur Q peut n'être que le sinus ou le cosinus 



on 
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d'un arc Ity, l étant essentiellement uu nombre entier. Dans 
les deux cas, la fraction - -p~ se réduira à — /*, e'est-à- 

Q d-yr 

dire que Q vérifiera l'équation différentielle 

d*Q 

(3) ^ + ' 3 Q=- 

Àu centre du système, où p = o, et qui est un point du so- 
lide , la température doit être finie. Donc si V est développé 
suivant les puissances entières de p, les exposants de toutes 
ees puissances seront essentiellement positifs. D'après cela, 
le facteur R peut n'être que la puissance n ieme de p, n étant 
entier et positif. Pour simplifier la recherche ultérieure, 

peut prendre R = f ° j -, par cette valeur la fraction 

- — - — - se réduira au produit n(n-t-i)\ c'est-à-dire que 
R vérifiera l'équation aux différences partielles 

(4) ' -—£- = *(«+!) a. 

dp 

Par les substitutions respectives de — /* et n{n-\-i) 

, dK 
dp 2 — 
P . i d 2 Q i dp ,, , / \ i • 

aux fractions - -7— et - ,- J -, 1 équation (2) devient 

Q dty 2 R dp ' ^ v f 

(5) __JÎ + [»(« + !)- — ,]p = o; 

et cette équation difïérentielle doit être vérifiée par le fac- 
teur P, fonction de /* seul. La forme essentielle de ce fac- 
teur est encore indiquée par la question traitée. 

Aux points du solide qui sont situés sur l'axe polaire 
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du système sphérique, la température doit être déterminée 
et finie 5 or, pour tout point de Taxe polaire, cos ou le co- 
sinus de la latitude est nul, la longitude ^ restant quel- 
conque. Donc non -seulement V ne peut contenir ty que 
sous les lignes trigonométriqucs sinus et cosinus, mais en 
outre sin<p et cosi|> y ont pour facteur inséparable cos0 ou 

v/i — [â*\ c'est-à-dire que V contient, outre les variables 

simples p et p, les variables composées yi — p 8 cosij/ et 

^1 — fji* sinip} si costy et sintj/ y entraient d'une autre ma- 
nière, ils ne disparaîtraient pas pour p= dt. 1, et les tem- 
pératures des points du solide situés sur l'axe polaire ne 
seraient pas déterminées. D'après cette nouvelle propriété 
restrictive, Q, qui est sin Zip ou cos /<//, c'est-à-dire une fonc- 
tion entière homogène du degré / de sintp et cos<|>, doit 

être accompagné du facteur cos'0 ou (1 — f**)*; et P doit 
contenir ce facteur. 

§ CLXIV. 

« 

FORME ESSENTIELLE DE LA FONCTION P(p). 
Ainsi P est nécessairement de la forme 

(6) P=(i-^) 3 M, 

M étant une fonction de p qu'il faut chercher. Posant, 
pour simplifier, 

/ ; j» » ( bn ul 

y 1 — u? =r m , d ou —— = — -, 

dp m 

on a, parla valeur (6), et une première différen dation, 



d P d M 

P = //2<M, ^-i=/^^l~/,^M5 . 

dp. dp 
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puis, à l'aide d'une seconde différentiation , l'expression 



dP 
dm* -^ 

a p 



[-(-+■) -i]p. 



dp 

ou le premier membre de l'équation (5), devient 

d 2 M ,dM 



m 



*"-j— -2(/4-i)f*«' 



dp? v /r rfp 

4- (P a 7 m 1 " 2 — lm l -\- n(n -J-i)/*' — ZW- 2 )M; 

or les deux termes extrêmes de la parenthèse qui multi- 
plient M donnent — l\m l en les réunissant, et l'expres- 
sion totale, qui doit être nulle d'après ( 5 ) , est divisible par 
m l \ ce qui donne définitivement , en replaçant (i — fi 8 ) au 
lieu de m 8 , 

(7)(>-f*')^-3(' + 0^ + («-'K«-M-M)M = o 

pour l'équation différentielle que doit vérifier M. 

La fonction M étant conçue développée suivant les puis- 
sances entières de sa variable pt, les exposants de ces puis- 
sances doivent être essentiellement positifs : sinon V serait 
infini pour jx = o, c'est-à-dire pour tous les points du so- 
lide situés surl'équateur du système sphérique; ce qui est 
inadmissible. Soit * l'exposant le plus élevé \ lors de la sub- 
stitution du développement de M dans l'équation (7) à vé- 
rifier, le premier terme jx 1 devra avoir, comme tous les autres, 
un coefficient nul -, or on voit facilement que ce coefficient 
sera 

[— 1 (î — 1) - a(/ -4-1)1 + (#! — /)(«+-/ 4- 1)], 

ou, par transformation, 

« 

(* — / — *) (#1 + l-h 1 4- 1); 
il faut donc que 1 soit égal ou à — (»-h /-M), ou à 11 — /. 
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La première valeur étant négative doit être rejetée; et pour 
que la seconde soit positive, il faut que n ne soit pas infé- 
rieur à /. 

§ CLXV. 

VALEUR DE LA FONCTION P(p). 

Ainsi les deux entiers, essentiellement positifs, n et Z, 
qui semblaient tout à fait indépendants l'un de l'autre, 
doivent être tels, que la différence n — l ne soit pas néga- 
tive. Et c'est cette différence, entière et positive^ qui sera 
l'exposant du premier terme de M. On reconnaît d'ailleurs 
à l'inspection de l'équation (7) que les réductions ne peu- 
vent s'opérer qu'entre des termes consécutifs du dévelop- 
pement substitué qui auront une même parité, c'est-à- 
dire que le polynôme M ne contiendra que des puissances 
paires ou impaires, quand» la différence n — l sera elle- 
même un nombre pair ou impair. 

D'après cela , M ne peut être que de la forme suivante • 

I ... -h *,.., p"-*-*«-» -+- k 5 $-*-» -h . . . , 

et il s'agit de trouver la loi des coefficients k s . Or, lorsqu'on 
effectue la substitution de ce polynôme ( 8) à la place de M, 
dans l'équation (7) , les termes contenant [i avec l'exposant 
(w — / — 2 s) se réunissent avec le coefficient 

*#[(* — /)(/ï-t-/+l) — 2(/-hl)(/ï— /— 2*)— (/!—/— 2*)(/t— /— 2J— l)J 

•4- X*,-, («— / — - us -f- 2) (n — / — 2 s -+- 1). 
La parenthèse qui sert de facteur à k s se réduit d'abord à 

[(/t — t) (n -h / -h 1) — (n — / — 25) (n ■+- / 4- 1 — 2*)] 

par la fusion des deux dernières parties, et devient défini- 
tivement 

2 s (in -h 1 — 2s); 
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donc , après la substitution , le terme en fjL n ~ l ~*' sera 

+ [2s(2n-hi— zs)k s -\-(n— l — 2*4-2)(«— /— 2 H- 1 ) **-i] pt*"'" " 

et , en l'égalant à zéro , on aura 

. . , (n—l— 2^ + 2) (n — / — 2J-f- 1) 

^ y 25(2/1 -h I — 2.f) 

Cette valeur générale de h s s'annule , quel que soit k s ^ t , 

pour 5 égal a H 1 , ou a ; une de ces deux 

valeurs est entière , ce sera la première si « — / est pair, la 
seconde si n — / est impair*, et puisque l'indice de k s in- 
dique le nombre des termes qui précèdent celui qui multi- 
plie ce coefficient , il en résulte que le polynôme se termi- 
nera dans les deux cas , et que le nombre de ses termes sera 

n — / n — / -H 1 . , 

(-1, ou — 1 suivant que n — / sera pair ou 

2 2 

impair 5 le dernier terme étant constant, ou contenant /u à 

la première puissance. 

Le coefficient du premier ternie de M (8), ou# , étant 

l'unité, on aura successivement, d'après l'équation (9), 

, , , ( » -/)(«-/-!) 

, ( M -t){m-t-i)(n-l-*)(B-l-3) 

A- 2 = H y— — ■=- » • • • » 

2.4'(2/Z — l)(2« — 3) 

et substituant ces valeurs dans M (8) , puis M dans P ( 7) , 
on aura enfin 



(10) 



'-(-^[ ^-.'ff-'rv ^-] 



pour le facteur P, fonction de jui seul, du terme simple U. 
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§ CLXVI. 

FORMES DE LA DOUBLE SÉRIE V. 

Les trois facteurs Q, P, R de U vérifient respectivement 
les équations différentielles (3), (5), (4). On peut prendre 
pour Q l'intégrale générale de (3), qui est 

Q = G cos /* -+- H sin l-b, 

G et H étant deux constantes arbitraires. Mais P(io) et 

R = ( - ) ne sont que des intégrales particulières de (5 ) et 

(4)î la nature de la question, et les propriétés restrictives 
qu'elle impose à la fonction cherchée, éloignant les inté- 
grales générales. 

Réunissant les fermes simples qui correspondent à toutes 
les valeurs admissibles des entiers /et /*, la fonction V se 
présente sous la forme 

V = S [G ( t m) cos/* 4- H< n) sin / + ) P J n) (tV; 

les indices donnés à P et aux constantes indiquant les va- 
leurs des entiers l et n qui particularisent chaque lerme 
simple. La double sommation S peut se faire de deux ma- 
nières. On peut écrire 

n=co l=n 

n=o 1=0 

Le sigma relatif à n s'étend depuis zéro jusqu'à l'infini. Le 

sigma relatif à / est subordonné au premier, il s'étend de- 
puis l=o jusqu'à /=w, limite supérieure infranchis- 
sable $ il ne contient donc que n -h 1 termes simples et 

a n -f- 1 constantes arbitraires, H (w) n'existant pas. On peut 



1 
1 

I 

4 



SUR LES FONCTIONS INVERSES, ETC. ^7 

encore écrire 

* ■ n=oo 



-/+2H«(C)'lf)j 



11=0 



Le sigma relatif à / s'étend depuis zéro jusqu'à l'infini . Les 
sigmas relatifs à n sont subordonnés au premier, et servent 
de coefficients généraux à cos/tp et sinAfr, dans chacun 
d'eux le nombre / est fixe et constant •, ils s'étendent depuis 
n = /, limite inférieure rnfranchissable , jusqu'à n = oo ; 
ils contiennent donc des nombres .infini s de termes et de 
constantes arbitraires. 

Dans la question qui nous occupe, c'est la seconde forme 
(12) qu'il faut prendre. La fonction Y devant se réduire à 
F (<J>, (jl) quand p = r, on doit avoir 

(.3) 2 («*'+ 2 G r ; *?+ *»'+ 2 H ' B,p '"') = F (*> ^ ' 

et il s'agit de déterminer les coefficients G" , H) , pour 
qu'il en soit ainsi. 

§ CLXVI1. 

DÉTERMINATION DES COEFFICIENTS. 

Les applications que nous avons faites du théorème établi 
au § 155, dans les deux premiers exemples, en y changeant i 
en /, a en tz , montrent que les deux intégrales définies 

X-f-TT /»-f-7T 

t 

sont nulles quand les entiers /et /' sont diiîéreuts, et égales 
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à 7T quand /' = /. On a d'ailleurs identiquement 



£ 



cos l^ sin /' \p dty = o , 



que /et V soient différents ou égaux , car l'élément de celte 
intégrale est une fonction impaire. A l'aide de ces proprié- 
tés, on isolera le sigma partiel, facteur de cos/<j/, ou de 
sin /<J/, dans chaque terme du sigma principal, en multi- 
pliant l'équation (i3) par cosAJ/rf^, ou par sin/<J/<i<J/, et 
intégrant entre — 7r et -f- ir \ ce qui fera disparaître tous les 
autres termes du premier membre, et Ton aura 



n=oo 



JG^P^M F(+, P )oo8/+rf+, 



(.4) n= ' 

n—cc 

» -f-7T 



Quant au terme qui correspond à / = o , on l'isole en mul- 
tipliant l'équation (i3) par rf<p, et intégrant de — ît à -f-n, 
remarquant que toutes les intégrales 

X-+-7T /»-t-7T 

cos/^r/^, I sin/^<A|* 
-7T t/ — 7T 



sont nulles. d'elles-mêmes, et que f rf^=^7r;d ? oi 



résulte 



«=00 

-4-7C 



(l5) sw^if **(Vio*. 

Cette dernière formule sera comprise dans les précédentes, 
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si , posant 

{-Ht 
cos 7 l^dty = w/, 

on substitue, au dénominateur n des seconds membres (i4)? 
coi , intégrale définie qui est 2 t. ou tc , suivant que / est ou 
n'est pas zéro $ simplification que nous adoptons. 

Dans tous les termes des sigmas simples (14 ) , l'entier / a 
une même valeur fixe \ les indices supérieurs de la fonc- 
tion P et des constantes sont seuls changeants , depuis n = l 
jusqu'à n = 00 ; les seconds membres ne contiennent plus 
d'autre variable que f* ainsi que les premiers. Outre la fonc- 
tion P correspondante au groupe (/, /*), et qui vérifie TéV 
quation différentielle (5), introduisons une fonction sem- 
blable F qui corresponde au groupe (/, n'), n! différant de 
n, et qui vérifiera l'équation différentielle 

,dV 
(. 7 ) -^ + yn> { n<^)--—^< = o. 

L'élimination de /' entre les équations (17) et (5) don- 
nera 

[*>' + i)-*(i.H- I )]PP'= \-J± ÙlJ ; 

si Ton multiplie par d\x et qu'on intègre entre \j. = — 1 et 
u- = -hi , le second membre disparaîtra ; car l'intégrale in- 
définie de ce second membre , qui est 



/ dV dV\ 



9 



s'annule aux deux limites par le facteur 1 — jx*, P et P' ne 
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pouvant être infinis } on aura donc nécessairement 

PP'r/p = o, 

et n! différant de /z, 



x; 



• 1 -«-•» 



(18) P^P^rf^O. 



Ce théorème important (18) donne le moyen d'isoler 
chaque coefficient des identités (14) et de déterminer leurs 

valeurs. Multipliant les deux équations (14) par P," dp, 

intégrant de u = — 1 à p = -f- 1 , et posant 



(>9) , pVy^ =/>," 



) 
9 



on obtient définitivement les formules générales 

Jn) I 
<*lP 



Hj" } = — L- / P< n) / F (+, P ) sin/*^^. 



Enfin, après la substitution de ces valeurs, la double sé- 
rie (1 1) ou (1 2) sera la fonction cherchée. 

§ CLXVIII. 

DÉVELOPPEMENT DE F ( + , p). 

Désignant ^ par a, p par j3 sous les intégrales définies 
doubles (20), et substituant les nouvelles valeurs dans l'é- 
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quation (i3), elle devient 

{21) F(+,fO = 

i=oon=ao f Pr((3) f F(«,p)cos/(4»— a)rfarfp 

2 2 ^ oo -= JL - F) 



/=o n=l 



tù lPl 



par une réduction facile ; formule qui développe en série 
une fonction quelconque des coordonnées sphériques ty et 
fVgenre de développement qui seul permet de constater que 
la fonction V (12) vérifie la seconde condition en même 
temps que la première. 

Ce qui caractérise spécialement la solution qui précède, 
et en général les solutions de tous les problèmes de 
mécanique céleste et de physique mathématique, 04 Ton 
emploie les coordonnées sphériques, c'est la fonction P, 
c'est-à-dîre le facteur qui contient p, ou le sinus de la lati- 
tude, dans chaque terme simple du développement en série. 
On verra que cette fonction a une grande analogie avec les 
fonctions des (A f -, B„ Q) qui se présentent quand on emploie 
les coordonnées elliptiques, et qu'elle n'est réellement qu'un 
cas particulier de ces fonctions plus générales. D'après cela, 
il importe d'étudier succinctement les propriétés princi- 
pales des diverses fonctions Pj 5 ce qui nous donnera d'ail- 
leurs l'occasion d'évaluer l'intégrale définie (19), placée en 

dénominateur dans la formule (21). 

» 

§ CLXIX. 

RELATION DIFFÉRENTIELLE ENTRE LES P{"'- 

Soit représentée par $ la fonction P, » elle vérifiera 

16 



»4'-t leçoks 

l'équation différentielle 



( 22 ) -j:. — ~ 



= [ï^? — (—■)]«. 



que Ton obtient en changeant n en n — i dans (5). Or 
si l'on prend 

(23) * = /I|X*— (l — fx*)-^, 

cette fonction 4> sera égale à V\ multiplié par un facteur 

constant. En effet, différent! an t (23), ayant égard à (22) et 
multipliant ensuite par 1 — j^% on a 

différentiant une seconde fois,, et s<î servant encore de (22), 
il vient 

d<& 

d ( f -^dï r , , fi, ,** 






e'est-à-dire , en réunissant, et d'après (23) , 

^-" = [7- ,7 i — (« + «)J«, 

équation différentielle identique avec (5) ; donc 4>, qui, d'a- 
près sa composition en $, est fini pour fz = o, ne sera 

autre que l'intégrale particulière P|"\ multipliée par une 

constante. 
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Soît k cette constante , on aura 

( 2 4) *?;>=»?<! -{t-f)^ 

identiquement, c'est-à-dire quel que soit f*. On a, d'après 
(10) , et en se bornant au premier terme de chaque paren- 
thèse , 

t_ 

4-(i- f * , ) a [(ii-/-i)f*»-*-» ]; 

substituant dans (24) et réduisant au second membre, il 
vient 

on, les deux parenthèses devant être identiques et, par 
suite, leurs premiers termes égaux, il faut que k soit 
2 n — 1 . On a ainsi la relation 

(a5j ( M -,)pW=» ( »PÎ-"-..(,_p»)îL_, 

remarquable par elle-même, et dont se déduisent toutes les 
suivantes. 

§ CLXX. 

RELATION INTÉGRALE ENTRE LES P^- 

Bifférentiant (a5) , il vient, d'après l'équation (22) où 9? 

j6. 
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représente P^*" 1 > 

L'élimination de la dérivée — ^ — entre (25) et (26) donne 
la première formule du groupe 

(27) : * R 

la seconde provient de la relation (25) , dans laquelle on a 
changé n en n -+- 1 . Enfin , additionnant ces deux dernières 
formules, membre à membre, on élimine la dérivée de 

P< n) , et Ton 'a 

(28) ^r^^-Ë^^r** 

relation dont l'importance est manifeste. 

§ CLXXI. 

( DÉTERMINATION DE Ç P* (**)«*/*• 

D'après le théorème (18), si Ton multiplie la relation 
(28) par 'P ( i n+i) d(jL J et qu'on intègre entre — 1 et +1, on 
aura 



« 






I 
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changeant n en n — i, puis revenant à ( 28) multiplié par 
PJ""^£/fA, et intégré comme ci-dessus, on a successivement 

-.(■— i)-n(n) » 

c'est-à-dire 

Or, d'après sa valeur générale (10), et puisque ^1 — fx a est 
le cosinus de la latitude 0, on a 



7T 



/-+- f /* a 

-I J TZ 



et rappelant la formule classique 



7T 

c 


cos 2/+l 


9</0 


= 


/ /• + * 


J 7T 
'2 


2 


il s'ensuivra 








C = / 


(3o) P f = 

« 


2/ 
2/-f- 


;"!- 


-0 


-* iW *'" ^ 


\2* 4- 1/ 
i = 1 



><•) ^»«^* i»„«:»jc .,(°> 



car, V\ étant l'unité , p { 9 est égal à 2; et cette valeur, 
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substituée dans (29) , donne numériquement 

(3,) ir (p ' wNp= '''*- 2 - n (^)* ,n (w^i, 



1=1 /=Z-+-i 



Ainsi le dénominateur des coefficients (20), ou celui du 
terme général, dans le développement (ai), ne contient 
d'autre nombre transcendant que 71, qur est introduit 
par w z . On verra, par les leçons qui vont suivre, que cette 
propriété s'étend à tous les ellipsoïdes. 
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SEIZIÈME LEÇON. 



Cas de l'ellipsoïde de révolution planétaire. — Formes diverses des facteurs 
du ternie simple. — Leur coïncidence avec la fonction P(/*). — Nouvelk 
l'orme de cette fonction. — Définition des fonctions isothermes. 



§ CLXXH. 

CAS DE L'ELLIPSOÏDE PLANÉTAIRE. 

Essayons maintenant de résoudre le problème général 
énoncé au § 152 pour les corps de forme ellipsoïdale, et 
considérons d'abord les solides de révolution. 

Exemple V . — Le corps solide est un ellipsoïde de ré- 
volution planétaire , ou dans lequel la distance des pôles 
est moindre que le diamètre de l'équateur. Tous les points 
de sa surface ont des températures fixes et diverses. Il s'agit 
de trouver une fonction V qui exprime la température des 
points situés à l'intérieur. 

Soient r le rayon de l'équateur et 2 r' l'axe polaire. Si 

l'on prend c = y 7 / 3 — r 78 dans les équations et les formules 
des §§ 97 et 1-49, il s'agira de déterminer une fonction V 
de (0, (3, y) : i° qui vérifie l'équation aux différences par* 
délies 

dans laquelle A et p sont les fonctions 

c c 

(2) * = ëtfj' p== ^' 
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inverses des transcendantes 



(3) p = 



~ C J } w^ 7 ^' 7-c J< 



fp dp 



s/? 1 - 






prises pour coordonnées ; 2° et qui se réduise à une fonc- 
tion donnée F (0, (3) quand p = r, ou quand y atteint la 



valeur c 



Je PVV- 



c 2 



Conformément à la marche uniforme des exemples pré- 
cédents, V se composera d'une somme de termes simples, 
vérifiant chacun l'équation (i), et multipliés par des coeffi- 
cients d'abord arbitraires. Chaque terme simple U = QPR 
sera le produit de trois facteurs, Q ne contenant que la coor- 
donnée 0, P que (3, R que y. Substituant dans l'équation (i) 
le produit QPR à V, et divisant par ce produit même, on 
aura 

Par les mêmes raisons que pour la sphère, V, et par suite 
Q, ne pourront contenir l'angle azimutal que sous les li- 
gnes trigouométriques sinus et cosinus , et leurs développe- 
ments en sin0 et cos0 que des puissances positivés 5 d'où il 
suit encore que Q peut n'être que le sinus ou le cosinus d'un 
axe /0, / étant essentiellement un nombre entier; alors Q 
vérifiera l'équation différentielle 



§ CLXXIII. 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DES NOUVEAUX FACTEURS. 
"Par la substitution de — /* à la place de la fraction 
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jl -j^-i l'équation (4) se met facilement sous la forme 

i^ i^ + / , 
p d F _ R d l . 

v "~ P* ' 

le premier membre ne peut avoir d'autre variable que |3, 
le secjond que y 5 leur égalité exige donc qu'ils soient con- 
stants. Soit - leur valeur commune, on aura 

(6) {"(*' ^ Ct) 

df \ c> ) 9 

équations différentielles que les fonctions P et R doivent 
vérifier. 

Si l'on prend respectivement les paramètres géométri- 
ques X et p pour les variables des facteurs P et R , les rela- 
tions (3) donnant 



rf 2 P , 



d \ s/c* — 




d\ 

dp vV— 


dK 

dp 



les équations différentielles (6), en cbangeant les signes de 
la première, se transforment dans les suivantes : 

rf'P dP 

(7) ... , R 

lesquelles sont identiques ) c'est-à-dire que leurs intégrales 
générales se composeront de la même manière, P en X, R en p. 
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Mais les conditions imposées à la fonction V, par la nature 
de la question traitée , peuvent restreindre les facteurs P 
et R à n'être que des intégrales particulières, qui ne se cor- 
respondent pas. 

Si Ton prend respectivement, pour les variables des 

facteurs P et R , les paramètres géométriques X' = ^c* — À*, 

p = ^p* — c*, demi-axes polaires des surfaces conjuguées, 
les §§ 46 et 15 donnant 



il s'ensuit 






^p • ... rf ( c '- x ' J) S 



c* 



êr = l*.-*) d y 



et les équations (6) deviennent, en remplaçant dans les 
seconds membres X 2 par c* — X", p* par p /f -h c% et divisant 
par ces nouvelles valeurs : 

. 3y = U=7ï-* p ' 

dp' 



= (*-?£*)* 



ici les intégrales générales différeront, en ce que, connais- 
sant* celle de la fonction P en X', il faudra y changer c" 
en — c% en même temps que.X' en p', pour en déduire 
celle de R. 
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§ CLXXIV. 

COÏNCIDENCE AVEC LA FONCTION P (p). 

Si l'on suppose maintenant P etR développés suivant les 
puissances de ïf et p', ces puissances devront être toutes 
positives : car, pour les points du corps situés sur le plan 
de l'équateur , on a ou V = o, ou p' = o, et la fonction V 
cherchée doit être finie pour ces valeurs. Ainsi restreintes, 
et de la même manière, les deux intégrales particulières , 
seules admissibles, des équations (8), se correspondront, et 
Tune se déduira de l'autre par les changements qui viennent 
d'être indiqués. Le facteur R étant un polynôme du degré n 
eu p', ce polynôme sera évidemment homogène en p 1 et c •, 
c'est-à-dire que tous ses termes, à l'exception du premier, 
auront pour facteur une puissance positive de c, en sorte 
que, si Ton y faisait c = o, auquel cas le système ellip- 
soïdal deviendrait le système sphérique, R se réduirait 
à p", comme cela devait être j or la seconde équation diffé- 

rentielle(7) ou (8) devenant alors — — £- = AR, il faut né- 
cessairement que A soit n(n + i). 
Substituant cette valeur trouvée de A dans les équa- 

X 
tions (8), et remplaçant - par jm dans la première, elles 

deviennent 



(9) 



dp 



— sy— tss L" ( - , - ,) -?+7î r 
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et lorsqu'on aura trouvé l'intégrale particulière de P en fx, 

j 

il suffira d'y changer fx en <- ^ — i, pour en déduire le fac- 

.» teur R. Or cette intégrale particulière, nous la connais- 
sons : elle n'est autre que la fonction P} (10), § 165, 

relative à la sphère $ car toutes les conditions imposées au 
sinus de la latitude sont applicables, sans exception, au 

V 
rapport — [Entre autres, celle-ci : l'équation de Taxe 

polaire étant A = o, quel que soit 0, il s'ensuit, comme pour 

.la sphère, que sin0 et cos0 sont inséparables du facteur-? 



et Q, c'est-à-dire sin/0 ou cos 70, de ( - ) ou i — I- 

facteur que P doit conséquemment contenir.] 

Il résulte de la coïncidence, qui vient d'être établie, que 
les facteurs P et R de l'exemple actuel , ou les intégrales 
particulières admissibles des équations (9), seront 

(.0) p-p? ^). a=P«(£iFT). 

Rappelons que , d'après les §§ 16 et 15, les fonctions in- 
verses des paramètres thermométriques, prises ici comme 
variables , ont les valeurs 

ï=ïrfr doù -H 1 -{c)] = wr 

-=tang7, d'où -=| l "+"( ) I =séc7- 
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§ CLXXV. 

EXPRESSION DE LA TEMPÉRATURE. 

D'après la forme de la fonction P| n) [(10), § 165], l'in- 
troduction de - ^ — i au lieu de sa variable donnera pour R 

une fonction réelle de p', que nous désignerons par<& (p'), 

multipliée par un facteur constant, qui sera zhi , ± ^ — i, 
suivant les parités des entiers l et n •, ce facteur peut être 
réuni au coefficient arbitraire qui doit multiplier le terme 
simple 5 on peut inversement emprunter à ce coefficient un 

autre facteur pareillement constant, et prendre R = «ôt^Jv* 

de telle sorte que R se réduise à l'unité pour p f = /, ou sur 
la surface du solide proposé; ce qui simplifiera la recherche 
ultérieure. 

Enfin on peut laisser (i comme variable dans la fonc- 
tion Py 1 ' qui exprime le facteur P, en se rappelant qu'il ne 
s'agit plus d'un sinus de latitude , mais de la fonction in- 

verse — ou ^t^t* Et, puisque le paramètre géométrique V 

varie de — c à -|-c sur la surface des ellipsoïdes actuels 
(la coordonnée thermométrique jS variant de — 00 à -+-00 , 

y 

§ 97), cette nouvelle valeur —de fx aura les mêmes limites 

—1 et 4-1 que pour la sphère. 
La solution est maintenant toute tracée. La série V se 
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présentera sous la forme 






(12) v = 2 



n = J 



» = oo 



\ n = l ! 

La fonction donnée F étant exprimée en 6 et en 

_ 1' _ £i£) 
ft ~«~E(P)' 

et V devant se réduire à cette fonction quand p f = r', ôh 
aura à identifier le développement 

lz=rco n = oo n : = oo 

(,3) 2 [cos/Ô ^ G, W Pi" + «in M 2 B i"' P * W ] ^M* 

2=0 n = l n = l 

Les méthodes d'élimination du § 167 s' appliquant ici 
sans aucune modification, on arrivera aux valeurs géné- 
rales (ao), même § 167, des coefficients G^, H; n \ au dé- 
veloppement (21), § 168, en remplaçant ^ par 0. Enfin, les 
propriétés des fonctions Pp , et la valeur numérique de 

(n\ 

Pi , seront absolument les mêmes qu'aux^§ 169, 170, 171. 
Les coefficients «tant ainsi déterminés, la série dou- 
ble V (12) pourra être groupée de cette autre manière 

n = 00 1= n 
n=. o 1 = o 

forme analogue à celle (11), § 166, de la série double ap- 
partenant à la sphère, mais qui en diffère en ce que le 
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facteur (-) ? qui était en dehors du sigma inférieur, est 

actuellement ^ » et placé sous ce sigma même, comme 

changeant à la fois avec n et avec /, ainsi que le fac- 
teur pw. 

Notre premier exemple d'un corps de forme ellipsoïdale 
est maintenant complet. Mais pour faciliter des rapproche- 
ments avec d'antres exemples donnant lieu à des distinc- 
tions importantes, il faut étudier de plus près les deux fonc- 
tions associées P et R, ou la composition du terme simple. 

§ CLXXVI. 

DOUBLE FORME DES FACTEURS P ET R. 

Puisque tout facteur constant des fonctions P et R peut 
rentrer dans le coefficient arbitraire du terme simple, ou 
en être extrait, les développements aes valeurs (10) s'écri- 
ront ainsi : 

jp=( C '-x") 5 rv^- ( *-?<*~ / - i w «-'-'+...i 

' L 2(2/? — i) 

L 2(2«— i) r J 

Si Ton y remplace X' par sjc* — X* , p' par sjp* — c% les 
valeurs (i5), ainsi transformées en X et p, seront nécessai- 
rement les intégrales particulières, admissibles et corres- 
pondantes des équations différentielles identiques (7). II 
suffit donc de chercher la première qui devra reproduire la 
seconde, à un facteur constant près, par le simple change- 
ment de X en p. 

1 

Dans la transformée de P, le facteur (c* — l fi ) 2 sera rem- 
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placé par X'; si les entiers n etl ont la même parité, n — l 
étant pair, la parenthèse (multipliée, s'il est nécessaire, 
par — i) deviendra un polynôme à puissances paires de A, 

complet et de degré en X* ; alors P sera de la forme 

(16) P = V* -h k { V- J + . . . -+- A, V-"-K . . -f- *„_ i V; 



mais si les entiers n et l sont de parités contraires, n — / 
étant impair, la parenthèse sera le produit du radical 

± y'c* — X* par un polynôme à puissances paires de X, 
complet et de degré en X* 5 et P aura cette autre 



forme 



Or si, remplaçant, dans la première (7), h par /i(n + i), 
on cherche, pour l'un ou pour l'autre cas , quelle doit être 
la loi du coefficient k SJ ou h s , telle que le polynôme (16) 
ou (17) vérifie cette équation différentielle, on trouve, 
par la méthode employée au § 165, 

j- (n-^s + ^Y-P 

2S (2/2 +1 2f) 

(18) •; 

* 2^(2/1 -+■ I — 2j) , ~ I 

et le coefficient du premier terme, c'est-à-dire k ouA' , 
étant l'unité, celui du second sera 

2(2« — -l) 2(2//-~l) 7 
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celui du troisième 

2 t\.{in — i ) { 2 /? — 3 ) 

ou 

f ^ [(«-O 8 - *'][(« -3)'-/'] " * 
2 2.4.(271 — 1)(2« — 3) 

et ainsi de suite. Et le polynôme se terminera au terme 
prévu, puisque k, (18) s'annule, quel que soitÀV-i quand 

s r= h 1 , ou puisque k\ s'annule , quel que soit h'^ 

, n — / — i 
quand s = \- 1 . 

D'après cela, le groupe (i5) transformé sera 

(/i 2 — /M — 

P = 5i B i- Lc'V-'H-. . .-f-f. (— c 2 ) 2 V, 

(.9) i a(a "-° 

si n et / sont de même parité, ou si leur différence n — / 
est paire, et 

V»-'- 1 * '' . <?»l-'4-...-hf.'(— *') 2 X'î, 

dans le cas contraire, ou si ri — / est impair-, f et f étant les 
fractions terminales, faciles à trou ver 5 X' et p' remplaçant les 

radicaux \jc % — X* et slp* — c* \ enfin le facteur sj — 1 que le 
changement de X en p dans la première équation (20) intro- 
duit dans la seconde, étant renvoyé au coefficient arbitraire. 
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§ CLXXVIL 

COMPOSITION DES FACTEURS P ET R. 

Si , dans les premières expressions ( 1 5 ) , on remplace les 
facteurs des parenthèses par V et p', les groupes de va- 
leurs (i5), (19) ou (ao), seront des fonctions algébriques, 
entières et rationnelles de degré n , des paramètres géomé- 
triques 1 et X' pour P, p et p' pour R, ou des axes des sur- 
faces isothermes conjuguées. Autrement, si Ton divise ces 
valeurs par c n , elles deviennent des fondions algébriques, 
entières et rationnelles de degré n des deux fonctions in- 
verses 





de p pour P r 


P 9' 

£ = séc7 et - = tangy, 


de 7 pour R. 



De plus, sous la forme (19) ou (20), les deux fonctions- 
sont identiques, c'est-à-dire qu'elles sont composées delà 
même manière, Tune en 1 et X', l'autre en p et p', ou bien 

Eu ne en _ , nx et _ ;' S 1 autre en sécy et tangy. 

E^.) E(p.) ' 5 ' 

§ CLXXVIII. 

FONCTIONS ISOTHERMES. 

Toute fonction qui vérifiera l'équation générale de l'é- 
quilibre des températures , quel que soit d'ailleurs le sys- 
tème des coordonnées , jouira de la propriété de donner une 
famille de surfaces isothermes , lorsqu'on l'égalera à un pa»- 
ramètre , variable d'une surface à l'autre, et qui sera pré- 
cisément le paramètre thermométrique de cette famille. 
Nous appellerons cette fonction une fonction isotherme. 
Dans les exemples qui précèdent , dans celui-ci , dans ceux 
qui suivront, tout terme simple de la double série V est 
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une fonction isotherme, puisqu'il doit essentiellement vé- 
rifier l'équation de l'équilibre des températures. 

Le nombre des termes simples distincts qui composent le 
sigma limité relatif à /, dans la double série V (i4)> est 
2/1 + 1 comme pour la sphèrej car un seul correspond à 
/ = o 9 et à chacune des valeurs Z = i , 2 , 3, . « . , n , corres - 
pondent deux termes PRcos/0, PRsin/0 qui sont dis- 
tincts par le facteur en 0. On peut donc dire que , dans le 
système des coordonnées (0, |3, y) de l'ellipsoïde planétaire, 
à chaque valeur de l 'entier n correspondent 2 n -f- 1 fonc- 
tions isothermes PR cos/0 ou PR sin/0 -, les fonctions P et 
R étant des polynômes entiers et rationnels , tous de degré n 
et composés de la même manière dans chaque fonction iso- 
therme , à l'aide des deux fonctions inverses de (3 pour P., 
de y pourR. 

§ CLXXIX. 
IDENTITÉ INDIRECTE. 

De iplus , dans chacune des 2 n -+- 1 fonctions isothermes., 
le groupe des facteurs polynômes P et R peut se mettre sous 
deux formes différentes : par la première , (ig) ou ( 20) , que 
suppose l'énoncé précédent, les deux polynômes sont direc- 
tement identiques-, parla seconde, {1 5)., leur identité est en 
quelque sorte indirecte* tous les termes de R étant positifs, 
tandis que ceux de P sont alternativement positifs et néga- 
tifs. Pour l'ellipsoïde planétaire, c'est la forme pour la- 
<juelle l'identité est indirecte qui coïncide avec la fonction 

P) n) de la sphère. 

§ CLXXX. 

FORME NOUVELLE DE LA PONCTION P (p). 

On définit plus simplement les fonctions isothermes de 
l'ellipsoïde planétaire, en introduisant une forme nouvelle 

17. 
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de la fonction P, relative à la sphère. Désignant la latitude 
par <p, et prenant la forme habituelle, cette fonction peut 



s'écrire ainsi : 



(21) P^=f sin^ ? - ( * ~~ ? ( * *~ l ) sui'-'-V.- WV 

x ' ' \ T 2 (2/2— i) / 

La première valeur (c5) coïncide avec elle, lorsqu'on y 
substitue 

csin^ à V, ccos? à ^c 7 — V 2 ou à X, 

et qu'on supprime le facteur c n \ on aura donc une autre 
forme de cette fonction, que nous désignerons alors 

par $; s) , en faisant les mêmes substitutions, et la même 

suppression, dans la première valeur (19) ou (20)5 ce qui 
donnera 

* 

( COS"-'© 7 '— COS"-'"-'© -*-... COSV 

\ T 2(2«— I) T ) 

(22) ^ n) = { OU 

/ (« — !)» — /» \ . 

I COS" - '"" 1 © — — : : COS B ~'~~ 3 9 •+- . . • I COS'ç Slllf t 

\ T 2 (2/1 — i) / 

suivant que rc — /est pair ou impair. Le polynôme (21) a 
pour variable le sinus de la latitude, le polynôme (22) le 
qosinus ; on peut donc représenter les deux formes par 

(23) P^(sin ? ), «^(cosf). 

Afin de pouvoir employer indifféremment l'une ou l'autre 
de ces deux formes , dans les développements relatifs à la 
sphère , il faut prendre pour coordonnée la latitude elle- 
même et non son sinus. On remplacera donc , dans les for- 
mules qui concernent ces développements, ju, par sin^ 



SUR LES FONCTIONS INVERSES, ETC. 26 1 

dfx par cosydcpi et l'on intégrera entre y = el 

9 = H — > au lieu d'intégrer entre p == — i et p: =r -f- i . 

Par exemple, le théorème fondamental, (18) du § 167, 
s'écrira de cette manière. . . (24) 



n n 



Ç a p^P^ } cos^ ? =o, ou Ç *q m} qf'oo* ? dv=o f 

les Pj n) , ou les $1 B ', étant considérés comme des {onctions 

de la latitude <p, exprimées par des polynômes en sin<j>, 
ou en cos<j>. 

§ CLXXXI. 

RÉSUMÉ SIMPLE. 

Par cette introduction, et par cette notation, étant la 
longitude , ou l'angle azimut al des plans méridiens , les 
2n-hi fonctions isothermes de degré n , du système sphé- 
rique , auront la forme 

/cos/0 
(25) ^.*{" } (eoB(p). 1 ou ), 

V sin/0 

et celle du système actuel prendront celle-ci , 



(l6 ) «î«» (t) . «« Q) 



cos/0 

ou h 
sin/0 



ou bien, à l'aide des coordonnées thermométriques (9, |3, y), 
/cos/0\ 



sin/0 
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La forme (26), rapprochée de (25), résume, de la manière 
la plus simple, les liaisons ou la dépendance qui existent* 
entre la sphère et l'ellipsoïde de révolution planétaire. 
La forme (27), rangeant les trois facteurs dans l'ordre 
adopté pour les paramètres thermométriques du système 
général, est une première indication des fonctions iso- 
thermes de ce système. 
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DIX- SEPTIÈME LEÇON. 

à 

Cas de l'ellipsoïde ovaire. — Nouvelle coïncidence des facteurs du ternie 
simple avec la fonction P ( t u ). — Comparaison avec l'ellipsoïde plané- 
taire. — Concordance et différences. — Origines de la fonction P (//.). — 
développements simples et composés. 



§ CLXXXIL 
CAS DE L'ELLIPSOÏDE OVAIRE. 

Exemple VI. — Le corps solide est un ellipsoïde de révo- 
lution ovaire, ou dans lequel la distance des pôles est plus 
.grande que le diamètre de l'équateur. Tous les points de la 
surface ont des températures fixes et diverses. Il faut trouver 
une fonction Y qui exprime la température des points situés 
à l'intérieur. 

Soient /*' le rayon de l'équateur et 2r Taxe polaire. Si 

l'on prend c = \Jr % — r ,% dans les équations et les formules 
des §§ 101 et 150, il s'agira de déterminer une fonction V 
de (a , ty , y) : i° qui vérifie F équation aux différences par- 
tielles 

, à 2 \ , , , ,d 2 V ,d 2 \ 

dans laquelle v' et p' sont les fonctions 

(2) v ' = êf)' p ' = £^r 

inverses des transcendantes 

{3) a — c I ■ ■- , i = c I — > 



I 
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prises pour coordonnées ; 2 et qui se réduise à une fonction 
donnée F (a , <p) , quand p f = r', ou quand y atteint la va- 

leur c I — T===-- 

La fonction V étant composée d'une .somme de termes 
simples., chaque terme simple U = PQR, produit dé trois 
facteurs, P ne contenant que la coordonnée a, Q que iff, 
R que y, doit vérifier l'équation (1) } substituant à V le pro- 
duit PQRj et divisant parle même produit, celte équation 
devient 

.,, ,, 1 rf 2 P . ,, , . 1 d 2 Q . 1 d*R 

Par les mêmes raisons que pour l'ellipsoïde précédent et 
pour la sphère, le facteur Q peut n'être que le sinus ou le 
cosinus d'un arc /<{/, l étant essentiellement un nombre en- 
tier 5 alors il vérifiera l'équation 

d'Q 

et la fraction ^-tt^ peut être remplacée par la constante 

- — l* dan& l'équation (4) , qui se mettra sous la forme 

„ 1 d*P 1 d'R 

/* /a 

P do? R dy 7 



v" p" 



Le premier membre ne pouvant contenir que la variable «, 
le second que y, leur valeur commune sera nécessairement 

une constante , et si on la désigne par - 9 on aura 



d 7 P /■ .v 



2 



(5) 
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équations différentielles que les facteurs P et R doivent vé- 
rifier. . 

§ CLXXXIII. 

ÉQUATIONS DES NOUVEAUX FACTEURS. 

Si l'on prend respectivement , pour variables des facteurs 
P et R , les paramètres géométriques v' et p', les relations (3) 
donnaut 

,^ p / /i r. v M 



rfa' T rfv' 



rfR 



^, = pV^' ^> 

et ces valeurs étant substituées dans les équations (5) , préa- 
lablement multipliées par c% on a, en développant, et 
changeant les signes de la première, 

i ( v '4 _ c v*) ^ + (av'« - c'/) ^ = (Av' a — /'c') P, 
(6) | 

D'où il suit que , l'intégrale générale de la fonction P étant 
connue , il suffira d'y changer c 1 et — c* en même temps 
que v' en p', pour obtenir celle de la fonction R. Mais les 
facteurs P et R du terme simple V ne peuvent être que des 
intégrales particulières : en effet, pour tout point du solide, 
situé sur l'axe de révolution du système coordonné, v' ou p' 
étant nul , et la température Y devant y rester finie, les fac- 
teurs P et R doivent être des intégrales particulières qui ne 
deviennent pas infinies pour v'= o, p'= o. Ces intégrales, 
ainsi restreintes, et de la même manière, se correspondront, 
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et l'une se déduira de l'autre, par les changements qui 
viennent d'être indiqués. 
Si maintenant on prend respectivement pour variables des 

facteurs P et R les paramètres géométriques v = sjc % — i/*, 

p = y^-f- c* demi-axes polaires des surfaces conjuguées, 
les §§ 47 et 18 donnant 

r v d* r* dû 

il s'ensuit 

^"5? = ^-^ S ' 

C 2 — — = (p J — c J ) £ , 

rf 7 5 ^ ; «/p 

et les équations (5), multipliées par c*, deviennent, en 
remplaçant dans les seconds membres v' 8 par c* — v 8 , p'* 
par p* — c 8 , et divisant par ces nouvelles valeurs , 

V ' dv _ / / a c a A p 



rf (p s -* a )-r 



- (f* + h ) "• 



ou bien , en développant et chassant les dénominateurs , 

d}V dV 

( v t— c» )* -^ 4- 2v(v* — <?')-îf=r [Av' + (/■ — A)c']P, 

équations différentielles identiques, c'est-à-dire que leurs 
intégrales générales se composeront de la même manière, 



•i 
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l'une en v, l'antre en p , et il en sera de même de leurs inté- 
grales particulières admissibles , car elles ne peuvent être 
que les intégrales particulières correspondantes des équa- 
tions différentielles (6) dans lesquelles on substituerait res- 
pectivement ^c* — v* à v ; , slp* — c* à p*. 

§ CLXXXIV. 

COÏNCIDENCE AVEC LA FONCTION P(p). 

De même que dans l'exemple précédent, le facteur R, 
pris de degré n relativement à la ligne p, doit se réduire à 
p n si c = o , ou si le système coordonné devient le sys- 
tème sphérique, et la seconde équation (7) étant alors 

— - — £ = AR 5 il faut nécessairement que la constante h soit 

9 
de la forme n (n -+-1) , n étant un nombre entier. Substi- 
tuant cette valeur trouvée de h dans les équations (7) , et 

remplaçant dans la première - par jx, ces équations devien- 

à 

nent 

K ^ } du ri 2 1 

„, , -3r J -[î=K-«" +i >>- 



dK 



= [ e i^r-+-"("-t- , )j R - 



De là résulte encore que le facteur P, exprimé en f* = - > 

sera la fonction PJ b) (io) du §4 65 relatif à la sphère; car il 

est aisé de constater que toutes les conditions imposées au 
sinus de la latitude sont applicables sans exception au rap- 
port— 
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Il résulte de cette coïncidence que les facteurs P et R de 
l'exemple actuel, ou les intégrales particulières admissi- 
bles des équations (7) , seront 

( 9) p=pr > (- c )> A=*ffô- 

Rappelons que, d'après les §§ 17 et 48, les fonctions 
inverses des paramètres thermométriques , prises ici pour 
variables , ont les valeurs 



(10) 






§ GLXXXV. 

EXPRESSION DE LA TEMPÉRATURE. 
D'après la forme de la fonction P* n) , l'introduction de 

- au lieu de la variable, et le changement de signe de 



c 



[- m 



donneront pour R une fonction réelle de p, 

que nous désignerons par Si! (p), multipliée par un facteur 

constant qui sera dzi, zfc \j — 1 suivant les parités des en- 
tiers / et n , et qui peut être réuni au coefficient arbitraire 
du terme simple. Empruntant un autre facteur constant au 

même coefficient, on peut prendre R = q/) I * afin q ue R* 

se réduise à l'unité pour p = r, ou sur la surface du corps 
solide proposé. 

Au lieu de - == -rr-^ variable de la fonction P. (n) qui 
c E(a) l ^ 
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exprime le facteur P, on peut écrire (x^ et puisque le para- 
mètre géométrique v varie de — c à -+- c, sur les ellipsoïdes 
actuels (la coordonnée thermométrique a variant de — oo 

à H- 00 5 § 101), les limites de fi = - seront — i et +i, 

comme pour la sphère. 

La fonction V cherchée se présentera donc sous la forme 



n=oo 



«'♦S^Stî-Ï^w 



l=r>\ T ^- ' A.'(r) 



(■•) v=2 



n=l 



n=3c 



r> 



1=0 +-/*2 H i w Fiî) p i" ) w 

n=l 

et la fonction donnée F, exprimée en <|/ et en 

î*~"ë~"E(«)' 

étant développée par la formule (ai) du § 168, il faudra et 

il suffira que les constantes G^ ; , HJ aient les valeurs (20) 

du § 167, pour que V (11) satisfasse à la dernière condi- 
tion. 

Les coefficients étant ainsi déterminés , cette double sé- 
rie (11) pourra être groupée de cette autre manière 

c» v-2[2(fli" , «'*+Bî' ) *.i«^p / ( " ) (-;)], 

n=o l=o 

le facteur en p étant placé sous le second sigma, comme 
changeant à la fois avec / et avec n , ainsi que P*' 1 ( - ) • 
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§ CLXXXVI. 

DOUBLE FORME DES FACTEURS. 

Etudions encore la composition du terme simple, dans 
ce second exemple d'un corps solide de forme ellipsoïdale. 
Puisque tout facteur constant des fonctions P et R peut 
rentrer dans le coefficient arbitraire du terme simple, ou 
en provenir, les développements des valeurs (9) peuvent 
s'écrire ainsi : 



P = (c> - ,f Tv»-'- ("-*)("-'-■) c , ,-/-.+ . . 1 , 
( ,3 ) { , 

1 L 2(2/2 — 1) r j 



Si Ton y remplace v par \/c 8 — v'% p par *Jp ,% -+- <;', les va- 
leurs (i3), ainsi transformées en v' et p', seront nécessai- 
rement les intégrales particulières , admissibles et corres- 
pondantes des équations différentielles (6). Il suffit donc 
de chercher la première qui devra reproduire la seconde, à 
un fa-cteur constant près , en y changeant à la fois -+- c* en 
— c% et v' en p*. 

1 

Dans la transformée de P, le facteur (c*— v*) 2 sera 
remplacé par v". Si ri — / est pair, la parenthèse (multi- 
pliée par — 1 s'il est nécessaire) sera un polynôme com- 

plet de degré en v /s , et conformément à la première 

loi des coefficients du § 176, qui s'applique ici sans aucune 
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modification , P et, par suite, R seront de la forme 

(4) ( 2(2/1-1) * > 

R = p'« -f. _£-JZ c2 p'n-i 4. . . . + f .c»-'p". 

2 (2« — l) r 

Si w — / est impair, la parenthèse sera le produit de 
àz y'c* — v" par un polynôme complet de degré 

m» 

en v'% et d'après la seconde loi des coefficients du § 176,. 
P et, par suite, R auront cette autre forme: 

^ M 2(2/1-0 J 

r L r 2(2/1 — 1) r j 7 

f et f étant les fractions terminales que les lois des coeffi- 
cients donnent sans peine 5 v et p remplaçant les deux radi- 
caux ^c* — v ,f et \lp f * +c ! , enfin le facteur sj — 1 , que les 
changements de — c* en -+- c 1 et de v' en p 1 dans la première 
(i5) introduisent dans la seconde, étant renvoyé au coef- 
ficient arbitraire. 

§ CLXXXVH. 

COMPOSITION DES FACTEURS. 

Si, dans les premières expressions (i3), on remplace les 
facteurs des parenthèses par v" et p n , les groupes de va- 
leurs (i3) et (14) ou (i5) seront des polynômes rationnels de 
degré w, des paramètres géométriques v et v' pour P, p et p r 
pourR, ou des axes des surfaces orthogonales conjuguées. 
Autrement, si Ton divise ces valeurs par c% elles deviennent 
des fonctions algébriques, entières et rationnelles, de- 
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degré n , des fonctions inverses 

v £(a) v' i , 

- = ïtt-t et - = ,m de a pour P , 

c E(a) c E(a) r ' 

P E(v) p' * j 

r = Trr-; et ^ = 77—v de 7 pour R. 

c 6(7) c £(7) 

Le nombre des termes simples distincts que comprend le 
sigma limité relatif à /, dans la double série V(i2), est 
an+i, comme pour la sphère. On peut donc dire que, dans 
le système des coordonnées (a, i|/ , y) de l'ellipsoïde ovaire, à 
chaque valeur de l'entier n correspondent 2/1 + 1 fonc- 
tions isothermes de la forme PB. cos/<p, ou PRsin/^5 les 
facteurs P et R étant des fonctions algébriques, entières et 
rationnelles , toutes de degré n , et composées de la même 
manière dans chaque fonction isotherme, à l'aide des deux 
fonctions inverses de a pour P, de y pour R. 

De plus , dans chaque fonction isotherme , le groupe des 
facteurs P et R peut se mettre sous deux formes différentes : 
par la première (i3) , que suppose l'énoncé précédent, les 
deux polynômes sont directement identiques \ par la se- 
conde (14) ou (i5), leur identité est indirecte. Pour l'ellip- 
soïde ovaire, c'est la forme par laquelle l'identité est di- 
recte qui coïncide avec la fonction P, de la sphère. 

§ CLXXXVIII. 

RAPPROCHEMENT DES DEUX ELLIPSOÏDES. 

En comparant les polynômes P et R , de l'une et l'autre 
forme appartenant aux deux systèmes d'ellipsoïdes de révo- 
lution , planétaire et ovaire , on voit : i° que les polynômes 
Pont une composition directement identique, à l'aide du 
demi«-axe polaire et du demi-axe équatorial , qui sont A' et A 
pour Phyperboloïde de révolution à une nappe, v et v' pour 
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rhyperboloïde de révolution à deux nappes; 2° que les po- 
lynômes R ont une composition indirectement identique, 
à l'aide de la demi-distance des pôles et du rayon de l'é- 
quateur, qui sont p' et p pour l'ellipsoïde planétaire, p et p* 
pour l'ellipsoïde ovaire. 

Si , comparant encore les deux systèmes , on rapproche 
les formes du groupe (P, R) par lesquelles l'identité est di- 
recte, et qui sont (19) ou (20), §176, pour l'ellipsoïde 
planétaire, (i3), §186, pour T ellipsoïde ovaire j elles se 
distinguent en ce que l'expression est double dans le pre- 
mier cas et simple dans le second; mais cette distinction 
n'est qu'apparente. En effet, les valeurs (i3) peuvent être 
écrites d'une autre manière. Si l'entier /est pair, les fac- 
teurs des parenthèses sont rationnels, et multipliant par 
ces facteurs développés, P et R se présenteront sous la 
forme de polynômes identiques de degré n-, en v pour P, 
en p pour R (après avoir changé, s'il est nécessaire, le signe 
du premier polynôme). Mais , si l est impair, la fusion ne 
peut être complète, il restera en dehors les radicaux 

^c*— y* et vp* — <?* qu'on remplacera par v' et p', et les 
parenthèses seront des polynômes identiques de degré 
{n — 1) (avec ou sans changement de signe). 

Les valeurs (i3 Jetant ainsi doublement exprimées, on 
peut dire que , dans les deux systèmes , la forme directement 
identique est, soit un polynôme dé degré n dont la variable 
est le premier axe, c'est-à-dire i, ou v, on p, soit un poly- 
nôme de degré n — 1 de la même variable multiplié par le 
second axe X ; , ou v', ou p', conséquence importante pour la 
recherche définitive qui fer*a l'objet delà leçon suivante. 

§ CLXXXIX. 

RÉSUMÉ SIMPLE. 

# 

Rappelant maintenant la double forme de la fonction 

18 
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P(fx) relative à la sphère, établie au ^ 180, et adoptant la 
notation (23) de ce paragraphe, si <p représente- la latitude 
et <p la longitude, les an + i fonctions isothermes du sys- 
tème sphériquë auront la forme 

ou )' 

sin /\p / 
et celles du second système ellipsoïdal prendront celle-ci 

« ■ 

ou bien, à l'aide des coordonnées thermométriques> («j^y}> 

forme qui résume, de la manière la plus simple , la dépen- 
dance qui existe entre la sphère et l'ellipsoïde de Révolu- 
tion ovaire, et, en outre, les différences caractéristiques 
qui séparent ce second ellipsoïde du premier. 



§ CXG * 

ORIGINES DE LA FONCTION P(». 

On voit, par tous ces rapprochements, que la forme 

9 t (x) reproduit, avec l'identité directe, les facteurs P 

et R de chacune des an+i fonctions isothermes de degré w, 
dans le système de l'ellipsoïde planétaire, et qiîfe c'est la 
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(n) ... 

forme P, (x) qui jouit de la même propriété, dans le sys- 
tème de l'ellipsoïde ovaire. On doit regarder chacune de 
ces deux formes comme appartenant en propre à l'ellip- 
soïde qui l'emploie^ c'est son origine naturelle. La sphère 
n'est intervenue que par la merveilleuse propriété qu'elle 
possède d'être à la fois la limite de tous les systèmes ellip- 
soïdaux, quel que soit leur module, ou d'être réellement 
comprise dans tous, commel'iadiquent si nettement les coor- 
données sphériques générales du § 103 ; faculté, préciewôii, 
qui nous servira pour étudier le cas général. 

1 

§ CX CI. 

CLASSEMENT DES DÉVELOPPEMENTS. 

Les facteurs isolés d'une seule variable, pris dans la suite 
des fonctions isothermes de tous les degrés, appartenant à 
un même système de coordonnées, sont-ils toujours capables 
de former des séries simples, développant une fonction 
donnée de cette variable ? Pour cette question générale il 
n'existe encore que des réponses particulières. Les six 
exemples que nous avons traités ne conduisent en réalité 
qu'à deux séries sim pies de cette nature. La première pro- 
vient de la suite des fonctions isothermes des coordonnées 
rectîïîgnes, qui donne le développement d'une fonction 
d'une seule variable en série de sinus et cosinus, d'où Ton 
déduit les développements composés , en séries multiples, 
des fonctions de plusieurs variables, comme dans l'exem- 
ple III. La seconde appartient aux systèmes coordonnés 
de» ellipsoïdes planétaire et ovaire , qui donnent le déve- 
loppement d'une fonction d'une seule variable en série 

des fonctions 9 { ou P / ayant toutes le même indice /. La 

formule (21) , § 168, établie dans l'exemple de la sphère, 

18. 
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n'est qu'un développement multiple , composé des deux 
genres de développements simples qui viennent d'être dé- 
finis. Le second genre diffère essentiellement du premier, 
car, lors même qu'il s'agit de la sphère, la fonction P (u) 
ne peut être réduite en sinus ou cosinus d'arcs multiples. 



>•— ■ 



5 ' 
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DIX -HUITIEME LEÇON. 

Cas de ^ellipsoïde à trois axes inégaux. — Méthode de recherche des facteurs 
du terme simple. — Identité de forme des trois facteurs. — Formes des 
fonctions isothermes en (A,-, B 4 -, G ( .). — Comparaison des fonctions iso- 
thermes des divers systèmes coordonnés. 



§ cxcu. 

CAS DE L'ELLIPSOÏDE A TROIS AXES. 

Exemple Vil. — Le corps solide est un ellipsoïde, dont 
les trois axes inégaux sont'r, r', r". Tous les points de sa 
surface ont des températures fixes et diverses. Il faut trouver 
uriè fonction Y qui exprime la température des points situés 
à l'intérieur. 

Si l'on prend 



b = ck = )/r 2 — r'\ c a= s/r'—r"*, 

dans les formules des §§ 80 et 448, il s'agira de déterminer 
une fonction V de (a , (3 , y) : i° qui vérifie l'équation aux 
différences partielles 

d 7 V 4i 2 V d 2 V 

dans laquelle v, ja , p , sont les fonctions 

(2) v=cA(a), p = cA,(p), p = cA,(7), 
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inverses des transcendantes 

a — c r dv 

(3) ? = , f ._£ * , 

Je vV'-Wp'-*'' 

prises pour coordonnées 5 2 et qui se réduise à une fonction 
donnée F (a, (3) quand p = r, ou quand y atteint la valeur 

c r dp 

La fonction V étant composée d'une somme] de termes 
simples, multipliés par des coefficients d'abord arbitraires, 
chaque terme sera une fonction isotherme , que les exemples 
précédents autorisent à meure sous la forme d'un produit, 
U = RMR , le facteur N ne contenant que la variable a , M 
que(3,R que 7. Ce produit étant substitué à V, Teqiia- 
nfon (1) devient 

et doit étre«vérifiée. La fonction qui multiplie la différence 
(j° 8 — F*) ne peut contenir que la variable a , celle qui mul- 
tiplie (y* — p 8 ) que/3, celle qui multiplie (fJt 2 — v*) que 7. 
Or les trois différences, qui sont symétriques, sont telles, que 
leur somme est nulle, et qu'elles donnent encore une somme 
nulle en les ajoutant après les avoir, respectivement mul- 
pliées par v s , p% £ 2 , c'est-à-dire que l'on a identiquement 

(5) (p '~ p2) + ( v7 ~ÏÏ +V- v ') - °' ' 
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d'où Pon conclut l'identité composée 

(p'-p') (* p-g)+(*'-e r )( h $-e) +(f*'-* ; )( A £ -s) =o, 

h et g étant deux constantes quelconques. 

§ CXCIII. 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DES FACTEURS. 
L équation (4) sefa donc vérifiée si Ton pose 

équations différentielles qu'il s'agit d'intégrer. 
Si l'on pose ,* pour simplifier, 

etque l'on prenne respectivement pour variables des facteurs 
N, M, Ries paramètres géométriques v, p, p, les relations (3) 
donnant 

a , W r, / dv 

c 3 --- =Jb>— v' Je 2 — v 2 , 

*%-<!?=**=? 7; *. 

et ces valeurs étant développées, puis substituées dans les 
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équations (6), préalablement multipliées par c 2 , onra, en 
changeant les signes de la seconde, 

équations différentielles identiques. 



§ CXCIV. 
COÏNCIDENCES et prévisions. 

Si b était nul, les facteurs M et R étant ceux, P et R , de 
Fellipsoïde planétaire, la seconde et la troisième équa- 
tion (7) deviendraient les équations différentielle* (7) du 
§ 173, par le changement de fjt en X et de g en /*. Si b était 
égal à c, les facteurs N et R étant ceux, P et R, de l'ellip- 
soïde ovaire , la première et la troisième équation ( 7 ) de- 
viendraient les équations différentielles (7 bis) du § 183 , 
par le changement de g en h — Z*. Enfin si b et c étaient 
nuls à la fois, le facteur R étant celui dé la sphère, la troi- 
sième équation (7) deviendrait l'équation différentielle (4) 
du § 163 ,- en faisant gc* ==0, et A := n (n + 1) . Ces coïn- 
cidences entre les équations, différentielles entraînent celles 
de leurs intégrales admissibles. 

D'après cela, comme pour les deux ellipsoïdes de révo- 
lution, les facteurs N, M, R pour l'ellipsoïde actuel se com- 
poseront. de la même manière, le premier en v, le second en 
{/, le troisième en p. De plus , la constante h qui a toujours 
la même forme [w [n + 1) , où n entier] dans les trois cas 
particuliers et extrêmes de la sphère, de l'ellipsoïde plané- 
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taire, de l'ellipsoïde ovaire, doit avoir cette forme dans le 
cas général, et la constanie gc 1 , qui a des valeurs différentes 
dans les trois premiers cas, reste seule à déterminer. 

Ainsi , dans les équations (7) , la constante h est égale à 
a (h -+-i) , n étant un nombre entier. A chaque valeur de n 
doivent correspondre 2»4*i fonctions isothermes de la 
forme U = NMR. Comme pour les ellipsoïdes de révolu- 
tion, les facteurs N , M, R doivent être des fonctions algé- 
briques , entières et rationnelles de degré n , des trois axes 
v, v', v" de Thyperboloïde à une nappe pour N, p, jif, \j!' 
de Thyperboloïde à deux nappes pour M, p, p', p" de l'el- 
lipsoïde pour R. 

Conformément à la concordance signalée au § 188, ces 
fonctions doivent être directement identiques, et chacune 
d'elles sera , soit un polynôme de degré n ayant pour va- 
riable le premier axe, soit un polynôme de degré n — 1 
de la même variable, multiplié, ou par le second axe, ou 
par le troisième , soit enfin un polynôme de degré n — 1 , 
toujours de la même variable, multiplié par le produit des 
deux derniers axes-, cette dernière catégorie complétant, 
comme on le verra , le groupe des 2 n -h 1 fonctions iso- 
thermes. Il s'agit de constater que ces prévisions et ces ana- 
logies se réalisent sur tous les points. 

§ cxcv. 

MÉTHODE DE RECHERCHE. PREMIERS FACTEURS. 

D > après l'identité de forme des trois facteurs , il suffit de 
considérer un seul d'entre eux. Adoptons R; la troi- 
sième équation (7), en remplaçant h par 71(71 + 1), et 
posant gc* = pz y est 

(8)(^- / >p+y)^+(2 P ^ j pp)— +[ /? z-/i(/i + i)p î ]R = o. 
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Celte équation doit admettre des valeurs particulières ayant 
la forme du polynôme 

(q) 

Cherchons quelle doit être la loi des coefficients h s pour que 
ce polynôme (9), substitué dans l'équation (8), la rende 
identique. Faisant cette substitution, on reconnaît d'abord 
que le premier terme, qui est en p" 4 "*, disparaît de lui- 
même d'après la valeur choisie pour A, el on trouve sans 
peine que les termes contenant p avec l'exposant (n — 25-4-2) 
se réunissent avec le coefficient 

— 25(2/2 -f- 1 — - is) k s -h p[z — [n «*- 25 -h 2) J ]£,_, 
-\-q (n — 25 -+- 4)(w — 25 -h 3)A-,_j 

Egalant cette somme à zéro , on aura 

25(2/2 -f- I — 2 5)^ = /?[z — [n — 25 -h 2)*]*,_, 
(lO) 

-h g (n — 25 -t- 4) [n — 25 -+- 3) £,-j 

pour la loi cherchée. 

On déduit de cette loi , en faisant successivement 5 = 1, 
2, 3,..., dans l'équation (10), et observant que /ï = 1 et 
que k__ l9 A 1 s, n'existent pas, les relations suivantes : 

2(2/1 — i)k x =p{z — n 2 ) 9 

4(^« — 3)£j=/?[z — (/* — s*) 2 ]X-i H- q .n[n — 1), 
(n) ^6(2/* — 5)t 3 = p[z— -(n — 4)']*, -4-2.(72 — 2)(/i r -3)*„ 

8(2/1— 7 )*,=/> [>— (/!■— 6) 8 ]* 3 -J- ?.(/?— 4)( /I — 5 )^» 

La première donnera h x qui sera du premier degré en z \ 
cette valeur, substituée dans la seconde relation donnerais 
qui sera du second degré en z\ ces deux premières valeurs , 
substituées dans la troisième relation, donneront Jt z qui 
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sera du troisième degré en z 5 et ainsi de suite. Tout coeffi- 
cient A", sera donc du degré s en z. 

Mais la série (9) doit être essentiellement limitée ; il faut 
donc que les coefficients k s s'annulent lous à partir d'une cer- 
taine valeur de s. Cela aura lieu, si Ton peut faire en sorte 
que deux coefficients consécutifs soient nuls, car, en vertu 
de la loi (10). , si Zv-i et k s _ t sont nuls, k s le sera, ainsi que 
tous ceux qui le suivent; ce qui donne deux conditions à 
remplir, et Ton ne peut disposer pour cela que d'une seule 
indéterminée qui est z. Or la relation (10), qui est à trois 
termes, se réduit à deux termes seulement quand s égale, ou 

5 ou j puisque alors le dernier terme du second 

membre s'annule , quel que soit #,_, 5 l'une de ces deux 
valeurs de s est entière, ce sera la première si l'entier n est 
pair, la seconde s'il est impair. 

Dans l'un ou dans l'autre cas, soit <7 la valeur entière 
de s qui jouit de la propriété de faire disparaître le coeffi- 
cient de A ff _i, dans l'équation générale (10) 5 cette relation 
donnera alors k* en k 9 ^i seulement, et il suffira que Av_i 
soit nul, pour que k v le soit. Posant donc kç^ =^ o, on aura 
une équation du degré <r — 1 en z , et l'une quelconque des 
racines de cette équation jouira de la propriété de limiter 
le polynôme (9) à un nombre a — 1 de ternies. Il sera dé- 
montré que toutes les racines de l'équation Àr a _ t = sont 
réelles. 

Lorsque n est pair et égal à 21, a = = i-f- 2 , et 

o — 1 = i ■+- 1 ; l'équation en z est du degré 1 ■+- 1 \ le poly- 
nôme (9) ne contient que des puissances paires, et son 
dernier terme k £ est oonstant. Lorsque n est impair, et égal 

à 2/ + 1, a = = y-j_2, et g — 1 = 7 -h 1 $ Féquation 

en z est du degré j -f- 1 5 le polynôme (9) ne contient que 
des puissances impaires, et son dernier terme est kjp. 



284 LEÇONS 

§ CXCVI. 

DEUXIÈMES FACTEURS. 

L'équation différentielle (8) doit admettre des valeurs 
particulières ayant la forme 

(12) R ^= p'â, 

où <ft est 

a t= p"- 1 -h k\ p n -> -+- k\ /? n - 5 -h . . . 

H- A' si p"~ 2 +* -h k'^ p"-"-« -+- k' s (> n - 2s + 

Onobtientréquationdifférentiellequelepolynôme&doitvé- 

rifier, en remplaçant, dans l'équation (8), RP ar vp f — b*.&, 
ce qui donne, par des calculs et des réductions faciles, 

•f[^-C J -(«-l)(w + 2)p î ]â = 0. 

Substituant le polynôme &, on constate d'abord que le pre- 
mier terme, qui est en p"" 1 " 1 , disparaître lui-même \ réunis- 
sant ensuite les termes en p n ~** +1 , et égalant leur coeffi- 
cient total à zéro, on a 

(i3) 

-f- q(n— 2*-f-3)(/i — 2f-h2)A:^ 2 = 2s(in -+- 1 — 2*)ty 

pour la loi des coefficients V , qui donnera une suite de re- 
lations semblables à celles du tableau (1 1), et d'où Ton con- 
clura pareillement que À^ est du degré s en z. 
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La limitation du polynôme <R s'obtient en faisant , dans 
10) , j égal a g , <r étant si n est pair, ef si n 

2 *■ 2 

est impair; cette valeur faisant disparaître le terme en 
K a '— a> T 1 ^ <P*esoit ce coefficient, l'équation (i3) donnera 
/£, en^_, seulement, et il suffira de poser À' , = o, 

pour que fc' ff , soit nul, ainsi que tous les coefficients sui- 
vants. On aura ainsi une équation en z du degré o f — i dont 
une quelconque des racines jouira de la propriété de limi- 
ter à a'— i le nombre des termes du polynôme <& (12). Les 
fyctevrs dtt premier degré en z qui multiplient k s __ t et k s _ l 

dans les deux valeurs générales (10) et (i3) , étant très-dif- 
férents, la nouvelle équation en z sera autre que la pre- 
mière. 

Lorsque n est pair et égal à 21, <?' = = 1 -+- 1 et 

a r — *= 15 la seconde équation en z est de degré i\ le po- 
lynôme A ne contient que des puissances impaires , et son 

dernier terme est Ar^p. Lorsque westimpairetégal à 2/-H1, 

a f = — — = j ~h 2 , et <r/ — 1 = 7 -h 1 -, la seconde équation 

en z est de degré j -f- 1 ; le polynôme «ft ne contient que 
des puissances paires , et son dernier terme Ay est constant. 

§ CXCVII. 

TROISIÈMES ET QUATRIÈMES FACTEURS. 

L'équation différentielle (8) doit pareillement admettre 
des valeurs particulières ayant la forme 

(ï4) r = p" a = s/7 zr *(p n ~ i + k \ ?*-* + K P M H- . . . )• 

On reconnaît, comme pour la forme (12) et par le simple 
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changement de b en c et de c en b , qu'il existera j, valeurs 
de cette fQrme quand n = ai , / 4- i quand n = 2/ -h 1, et 
que ces valeurs correspondront aux racines, en même nom- 
bre, d'une troisième équation en z, k n a „__ x = o, différente 

des deux premières. 

Enfin l'équation différentielle (8) admet encore des va- 
leurs de la forme f .- 

(i5) R = pY'T, 

011 T est 

T = p«-»+ *,p»-< H- * 2 p n ~«4-. . . 

On obtient T équation différentielle que le polynôme Tdoit 
vérifier en remplaçant, dans l 7 équation (8), R par le produit 

yjp* — h % >Jp* — c'T, ce qui donne 

+ [p (a — 1) — (« — 2) (« H- 3) p']J = o. 

Substituant le polynôme T, on constate la disparition du 
premier terme, et réunissant les termes en p"~ 8 % on arrive 
à la loi des coefficients 

m 

! 2$ (a «-M — zs)À- s =p[(z — 1) — (n — 25) («*— 2$-f-a)]Xv-* 
+ 7(/i~2f + 2) (n — 2*4- i)*,_ a , 

d'où une nouvelle suite de relations donnant h s du degré s 
en z+ 

La limitation du polynôme T s'obtient en donnant à s, 

dans l'équation (16) , la valeur S égale à — sin estpair, 

a si n est impair, et en prenant pour z une quel- 

conque des racines de l'équation £«_ =0, différente des 



SUR LES FONCTIONS INVERSES, ETC. 287 

trois équations précédemment obtenues. Lorsque y = 21, 

5 = — = i -f- 1 et © — 1 = ï , cette quatrième équation 

est de degré i\ le polynôme Test à puissances paires et son. 
dernier terme /rT_i est constant. Lorsque n = 27 -f- 1, 

§ = =y + 1 et 5 — 1 = /, l'équation en s est de de- 

gré/; le polynôme T est à puissances impaires et son der- 
nier terme est A/^ip. 

En résumé , quand rentier n est pair et égal à 2/, le fac- 
teur R peut avoir j-4-i valeurs de la forme (9), et 1 de 
chacune des trois formes (12), (14) et (i5) , eu tout 4*H- * 
ou 2 n -h 1 \ quand n est impair et égal à 2/-+- 1 , le facteur 
R peut avoir/ -h* valeurs de chacune des trois formes (9) , 
( 1 2 ) et (1 4) 5 et seulement / de la forme ( 1 5 ) , en tout 4/ -h 3 , 
ou encore 2/i-f-i. Les prévisions du § 194 sont donc 
justifiées : pour chaque valeur de l'entier «, il existe 2«+i 
fonctions isothermes U = NMR , où les facteurs N , M , R 
ont les formes indiquées dans ce paragraphe. 

.§ CXCVI11. 

FORMES DES FONCTIONS ISOTHERMES. 

Il importe de remarquer qu'ayant donné p pour facteur 
à z dans F équation primitive (8) , il résulte des lois ordi- 
naires de l'homogénéité que si Ton remplace b par c/c, ce 
qui donne 

la ligne c disparaîtra des quatre équations en z, en sorte que 
leurs coefficients ne contiendront plus que le module A, et 
son complémentaire A', si Ton juge convenable de l'intro- 
duire pour simplifier ces coefficients. Parla même raison, 
si l'on substitue dans les facteurs N, M, R, à chaque para* 
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mètre géométrique , le produit de la ligne c pa» la fonction 
inverse (A,-, B,, C,) correspondante, le produit U sera di- 
visible par c Zn , et renvoyant ce facteur au coefficient arbi- 
• traire, chaque fonction isotherme ne contiendra plus aucune 
ligne, et sera totalement exprimée à l'aide des (A f , B l7 Q) 
du module h et de la racine z qui la particularise. 

Par cette transformation , si l'on indique généralement à 

l'aide du symbole XJ J un polynôme de degré j en A,-, à 

puissances de même parité , et dont les coefficients restent 
les mêmes, quel que soit l'indice i de la fonction inverse, 
les an -H i fonctions isothermes de degré n se répartiront, 
comme il est dit plus haut , entre les quatre formes 



('7) 



*(•)• x[ n) - x['\ 
BB, B 2 CC, C 2 Jl,(*- 2 ) . ^ B " 2) . X {n "' ] • 



Autrement, les quatre formes générales des facteurs ad- 
missibles N, M, R (savoir: de N si l'indice rest supprimé, 
de M si l'indice i est i, de R s'il est 2) seront 

§ CXCIX. 

AVANTAGE DES A, SUR LES B„ C r 

On pourrait pareillement exprimer ces diverses formes 
en introduisant les B, ou les Q au Keu des A, , dans des 

polynômes qu'on représenterait par les symboles ifij y '\ r| y) - 
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Mais alors les mêmes polynômes correspondant aux trois in- 
dices 1, ne seraient pas toujours directement identiques, et il 
faudrait indiquer ceux dont l'identité ne serait qu indirecte. 

L'emploi des polynômes <A>, écartant cette complication 

dans les énoncés qui précèdent , il en résulte un avantage 
réel que les fonctions inverses A, ont sur les B t et les C t . 
Toutefois, l'étude des autres énoncés pourrait conduire à 
des propriétés nouvelles des (A 4 -, B,, C<) ou des u+i 
fonctions isothermes. 

Sec. 

FONCTIONS ISOTHERMES COMPARÉES. 

Les recherches que nous avons dû faire dans le but de 
reconnaître et de définir les 2 n -4- 1 fonctions isothermes 
du degré rc, appartenant au système des coordonnées ellip- 
tiques (a, (3, 7), ont pris un tel développement, qu'il est 
impossible <f achever l'exemple actuel dans cette leçon. Ter- 
minons-la par une comparaison des groupes de fonctions 
isothermes, appartenant à tous les systèmes de coordonnées 
que nous avons employés. 

Dans le système des coordonnées rectilignes ou du prisme 
rectangle, les fonctions isothermes sont données par Pex- 
pressien 






Les deux premiers facteurs ont seuls la même forme , sans 
être cependant identiques par suite de la diversité de m et 
n. Toutefois,, en désignant à la fois par Q (u) le sinus et 
le cosinus d'un arc «, on peut écrire ainsi la fonction iso- 

'9 
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therme précédente. 

Q ( m.r. ) . Q ( ny) Q(^m 7 + /i*.*/^T), 

et les trois facteurs sont ramenés au même type. Leur pro- 
duit contient deux constantes , qui entrent séparément dans 
les deux premiers facteurs , et se réunissent dans le troi- 
sième. 

Pour le système des coordonnées sphériques , les fonctions 
isothermes ont l'expression suivante 

Q(/*)-P(fO P"- 

Ici les trois facteurs ont des formes différentes , et il paraît 
impossible de les ramener au même type. Leur produit con- 
tient deux nombres constants, qui entrent séparément dans 
les deux facteurs extrêmes , et se réunissent dans celui du 
milieu. 

Pour les deux systèmes des ellipsoïdes de révolution , les 
fonctions isothermes ont les expressions 

Q (' 9) -*< \W)) ' (séer) ' 



p, [èhi -QC 






« 

Dans chacune d'elles , un des trois facteurs a la forme type 
du prisme rectangle 5 lesdeux autresontune forme identique, 
qui rappelle la fonction P (fjt). Leur produit contient deux 
nombres constants, qui se réunissent de la même manière, 
dans les deux facteurs identiques , tandis que le troisième 
n'emploie qu'un seul de ces nombres. 

Enfin dans le système des coordonnées elliptiques, les 
fonctions isothermes s'expriment ainsi : 

£(A,B, C).£(A,,B,, C,).#(A,,B„ C,). 

Les trois facteurs sont des polynômes identiques, qui réu- 
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nissent et emploient de la même manière deux nombres 
constants. 

S cci. 

ORIGINE COMMUNE. 

Si Ton considère que cette dernière expression appartient 
à une infinité de systèmes coordonnés différents, corres- 
pondants à toutes les valeurs du module k } comprises entre 
o et 1, tandis que le groupe des ellipsoïdes de révolution ne 
comprend que les deux cas particuliers aux limites de ce 
module , on peut dire que le système de l'ellipsoïde à trofc 
axes est la source naturelle de toutes les fonctions iso- 
thermes appartenant à des sphéroïdes 5 que ce type originel 
subit une première déformation dans les ellipsoïdes plané- 
taire et ovaire; puis une seconde dans le système habituel 
des coordonnées sphériques, qui achève de faire disparaître 
toute symétrie, toute identité de composition, entre les 
facteurs d'une même fonction isotherme. 

Mais , dans ce système si déformé de la sphère , il reste 
encore une trace de filiation, la fonction P (jjl), et cette trace 
nous a suffi pour reconstituer le système complet : pour 
retrouver d'abord deux facteurs de même forme dans les 
fonctions isothermes des ellipsoïdes de révolution, et recon- 
naître ensuite, par le rapprochement de ces nouveaux 
systèmes , la forme complètement symétrique des trois fac- 
teurs de toute fonction isotherme appartenant à l'ellipsoïde 
à trois axes inégaux. Je ne sais s'il existe, en mathématiques 
ou ailleurs , un exemple plus remarquable de cette marche 
ascendante, par laquelle on parvient à déduire le cas géné- 
ral d'un cas particulier. 

Remarquons enfin que les neuf fonctions inverses (A,, 
B f , C 4 ) , qui toutes résolvent les problèmes d'Euler, d'Abel, 
de Jacobi , à l'aide/l'une seule formule pour chaque solu- 

'9- 
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tion , ramènent aussi à une forme unique les trois facteurs 
de chaque fonction isotherme du système des coordonnées 
elliptiques. Une faculté aussi constamment active, et dans 
la théorie, et dans les applications, donne à l'introduction 
de ces fonctions un caractère plus important que celui d'uue 
simple notation. Elle constate que ce sont bien là les véri- 
tables fonctions inverses des transcendantes elliptiques de 
première espèce , celles dont il était essentiel d'établir les 
propriétés. Toute autre peut servir, soit à lever quelque 
difficulté de détail, soit à établir un lien commode avec la 
méthode des quadratures ; mais ce n'est qu'une fonction in- 
verse intermédiaire, dont l'abandon est indispensable quand 
il s'agit d'énoncer les résultats obtenus. 
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DIX-NEUVIÈME LEÇON. 



Suite du cas de l'ellipsoïde à trois axes. — Réalité des racines des équations 
en z. — Expression de la température par huit ou par deux séries par- 
tielles. — Développement d'une fonction en série des (A 4 -, B 4 - r lî f .). — Nou- 
velle Solution pour la sphère. 



§ ccu. 

PROPRIÉTÉ DES FACTEURS N ET M. 

Les fonctions isothermes de tous les degrés , qui appar- 
tiennent au système des coordonnées elliptiques (a , (3 , y), 
ont été reconnues et suffisamment définies dans la leçon pré- 
cédente. Il s'agit dans celle-ci de terminer l'exemple VII, 
c'est-à-dire de résoudre définitivement le problème général, 
énoncé au § 152, lorsque le corps solide a la forme d'un 
ellipsoïde à trois axes inégaux. Dans cette seconde partie 
d'un même exemple , afin de faciliter les renvois , au lieu de 
commencer une nouvelle suite de numéros d'ordre, pour 
les formules et les tableaux, nous prolongerons celle de la 
dernière séanee. Commençons par un lemme important, 
sur lequel repose principalement la solution dont il s'agit. 

Les facteurs N, M (18), de toute fonction isotherme (17), 
sont tels, qu'à chacune des deux limites zéro et n de la 

variable a, Nou -=- est zéro, et qu'à chacune des deux li- 

doc, x 

mites zéro et u 1 de la variable S, M ou -r^-estnul.Enefiet, 

d$ 

pour N, puisque A (o) =0, et que B (ct) = o, le tableau 

suivantqui contient les quatre formes de la fonction et celles 
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de sa dérivée , constate cette propriété : 



N 



dX 



&>(*) , BC 



d0L 



dk 



d )L( B ~ 1 ) 

B ■&<—•>, — CAjU w -'>-f-B 2 C jL .■ ; 

«A 

CJIoC"-0, —BÀJ^— O + ttB— r-— ; 

aA 

J n (n— i) 

BCX<"- 2 >, — (B 2 +C 2 )A<JU"^>+B 2 C 2 --^ 

aA 

Quand a = xs , le facteur B annule N dans la seconde et la 

quatrième formes , — dans la première et la troisième; 

quand a = o, le facteur A annule N dans la seconde et la 

troisième formes, — dans les deux autres , si l'entier n est 

pair; l'inverse a lieu si n est impair. Pour la fonction M, 
puisque B t (o) — o, et que Q (o') = o, la propriété énon- 
cée est pareillement constatée par ce second tableau: 

M % « 

dp 

»^^^fc^^*^^^ — — — ~ ^ — ■-. 

B| aA» j CfAiX -f-CiB. — -— — 5 

«Ai 



Ci Jlo » — BjAjJlo -+-B|C, — -r-r — } 
i » «A, 

B( G] Jbj 9 • • • «... 

Aux deux limites, le facteur Bt Cj annule M dans la qua« 
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irième forme, et —rr dans la première ; quand 6 = o, le 

il p 

facteur B â annule M dans la seconde forme et -7- dans la 

troisième; quand /3 = u', le facteur C t annule M dans la 

troisième forme et -r^- dans la seconde. 

D'après le Jeanne qui précède, si Ton désigne par N et 
jN', ou par M et M', deux facteurs différents N ou M, appar- 
tenant à la même forme et à deux valeurs de n de même pa- 

„rfM\ 

s'évanouira aux deux limites zéro et cr ou sr', de a ou de |3. 



"te, 1 expression (N^-N -), ou^M-^-M'- » 



$ CCIIT. 

RÉALITÉ DES RACINES z. 

Dans ce théorème, les facteurs N et N', ouMet M', peu- 
vent appartenir à la même valeur de n et correspondre à 
des racines différentes de la même équation en z. De là ré- 
sulte nécessairement que toutes les racines des équations 
en z sont réelles. En effet, supposons qu'une quelconque 

de ces équations ait une racine égale à Ç + f ' ^ — 1 , £ et Ç' 
étant réels, le facteur N correspondant sera de la forme 

3(L +XV — 1» ££> et £1/ étant de nouveaux polynômes en 
(A, B, C) dont les coefficients sont réels. Mais l'exis- 
tence de la racine £ H- Ç si — 1 exige celle de sa conjuguée 

Ç — f ^ — 1 , car les coefficients de toutes les équations en z 
sont essentiellement réels ; à cette seconde racine corres- 
pondra un nouveau facteur N 7 égal à #£> — £&' */ — 1 . Si Ton 
substitue les deux valeurs X -f- &U \j — 1 et X — 3>G V — 1 à 

N et N' dans l'expression ( N — N' — j qui s'évanouit 
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aux deux limites de ce , elle devient 

d'où il suit que l'expression ( «K>'*-j 3& — — J doit aussi 

être nulle pour a = o et pour a = cr. 

Cela posé, la valeur N=X + X' sj — 1 doit vérifier la 
première équation différentielle (6), où l'on remplacera 

d'abord h par n(»+i), - par A , g par -j- = (1-+- Àr*) z, 
pour y poser ensuite z = f -+- Ç* ^ — 1 ; on doit donc avoir 



changeant le signe de s/ — i y on aura l'équation que doit 
vérifier N', et ajoutant, puis retranchant les deux équations, 
il viendra séparément 

d 7 Sfto 

T =[m(n+i)A*—(i+**)Ç]3fc + {i+ **)?&% 



CÎCL 

d 7 ÏK>' 
da* 



= [n(n -4-1) A'— (14- jp)ç)X'— (H- **) C Jfc; 



d'où Ton conclut par l'élimination du binôme en A* 

Or, si l'on multiplie cette équation par dot , et qu'on in- 
tègre entre a ^= o ej a = xs , le premier membre s'é- 
vanouira, car son intégrale indéfinie LX'-- ^^—7 — ) 

\ da d* / 

est nulle aux deux limites, comme on vient de l'établir, on 
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aurait donc 

XTS 
(3fc» -h M*'*) dai = o, 

condition impossible, si £' n'est pas zéro, car l'intégrale 
définie , dont les éléments sont essentiellement positifs , ne 
saurait être nulle. Ainsi les équations en z n'ont pas de ra- 
cines imaginaires. 

§ CCIV. 

FORME DE LA FONCTION V. 

Il s'agit maintenant de composer la fonction V. Les quatre 
formes (17) des fonctions isothermes de degré ra, ou du 
terme simple, étant symétriques par rapport aux trois in- 
dices des fonctions inverses, on peut les écrire ainsi : 

(19) nxw, nBJtc- 1 ), nCji>( ,, - , >, nBCjt^- 1 ), 

le symbole II indiquant le produit de trois facteurs poly- 
nômes composés de la même manière, le premier en 
(A, B, C), le second en (A 4 , B l5 Ci), le troisième en 
(A 4 , B 8 , C t ). Alors, séparant les groupes de termes qui 
correspondent aux valeurs paires a i et aux valeurs impaires 
27-+-1 de l'entier n, la fonction V se composera de huit 
séries partielles , et Ton aura 

(20) V = 

SGnxeo -4- SKnB«V J /> -f- SHIIJl.<V+0 -+- SLnBjU»*- 1 ) 
-h sgncx<y> -h SDCnCB<À,( 2|, -')4- s^nau*- 1 )-*. s^ncBjuw- 1 ), 

chaque sommation S s 1 étendant à un nombre infini de va- 
leurs de 7ï, et au nombre limité de racines z qui corres- 
pondent à ces valeurs. Par rapport à la coordonnée y, les 
quatre séries de la première ligne sont des fonctions 
paires, celles de la seconde sont des fonctions impaires, 
car la fonction inverse C, est facteur dans tous leurs termes. 



298 LEÇONS 

Relativement à la coordonnée a , les deux premières séries 
de chaque ligne sont des fonctions paires, les deux der- 
nières sont impaires, par le facteur À. Enfin, relativement 
à la coordonnée |3, la première et la troisième série de 
chaque ligne sont des fonctions paires, la seconde et la 
quatrième sont impaires, par le facteur B,. 

§ CCV. 
ÉQUATIONS A LA SURFACE. 

La dernière condition du problème proposé exige que la 
série totale (20) se réduise à une fonction donnée des coor- 
données a et (3, quand p = r, ou quand y atteint la valeur 

f , , Cette fonction donnée est né- 

c Si? — ** Vp a — c* 

cessairement double, ou composée de deux fonctions sim- 
ples, qui peuvent être très-différentes : Tune F (oc, (3) re- 
présente les températures fixes , à la surface de l'hémi-ellip- 
soïde supérieur, ou correspondant à la valeur positive + y e 
de la coordonnée y , l'autre J (« , /3) représente les tempé- 
ratures fixes, à la surface de Thémi-ellipsoïde inférieur, 
ou correspondant à la valeur négative — y de la coor- 
donnée y. Ainsi V(ao) doit se réduire à F(a,|3) pour 
y = -+- y > et à J (a , {3 ) pour y = — y 5 d'où l'on conclut 
aisément que la première ligue (20) doit se réduire à 

F( g> p) + J(a > P) = f(g>p) • 
et la seconde ligne à 

<22) f ^>- j ("PW («,p), 

Je 

quand la transcendante y devient y . On a donc à établir les 
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deux identités 

(23) f(«,P) = 

SGn'j^w -+- SKn'B •*.(*'> -t- SHn\l,(v+«)-f. SLn'BjU 21 -'), 

/(«.P) = 

où chaque produit II' ne contient plus que deux facteurs 
l'un en a , l'autre en (3 5 le facteur en y, devenu constant en 
y , étant-main tenant compris dans le coefficient, qu'il faudra 
conséquemment diviser par ce facteur constant, avant de 
substituer sa valeur trouvée dans Y (20). 

§ ccvi. 

ISOLEMENT DES SÉRIES PARTIELLES. 

On peut isoler chacune des séries partielles (a3), de la 
manière suivante : $ (a , (3) étant une fonction de a et (3 , 
donnant aux variables des valeurs positives, comprises 
entre o et u pour a, entre o et d pour |3 , soit posé 

t(a 9 p)=g t9 

(4) { *(-«,« = *, 

#(— a, — £) = £. 

Si if est F, ou J, les F,-, ou les &•, représentent les tempé- 
ratures fixes aux différents points des quatre triangles curvi- 
lignes, découpés sur la surface de l'hémi-ellipsoïde supé- 
rieur, ou inférieur, par les plans des sections principales ; 
températures qui sont directement données en fonction des 
valeurs absolues des paramètres thermométriques a et (3. 
Si $ est f, ou ^ les f f -, ou les y), seront respectivement le» 

demi-sommes — - 5 ou les demi -différences — S de 

ces températures fixes et données. 
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'Si Ton considère maintenant la fonction £, comme étant 
composée de quatre parties : la première paire en a et en (3, 
la seconde paire en a impaire en (3 , la troisième impaire 
en a paire en (3, enfin la quatrième impaire en a et en |3; 
ces quatre parties, exprimées par les ^ (24) seront 

*M "+"* *Tj "T" "S "T" «< 



(25) 



*.- 


4 

■ NJ "f" 3"$ — ■ 


•£ 


£ + 


4 
£ — & — 


* 


4 — 


4 


* 



Si $ est fou y, ces expressions ( 25 ) seront les quatre parties 
de la fonction f , ouf, et il suffira que les quatre séries par- 
tielles de la première ligne (23) , ou de la seconde, soient 
respectivement égales à ces expressions, entre les limites , 
o et ts de a, o et cj / de j8, pour que leur somme soit le 
développement de la fonction f (a , (3), ouf (a , 0). 

La détermination de la série générale V (20) est ainsi ra- 
menée à celle des coefficients de huit développements de la 
forme 



n = oo 



< 26 > £ (2 ïfNM) =*(«,?), 



it = o 



où le premier membre est l'une quelconque des séries par- 
tielles ( 23 ) : chaque produit II ' étant remplacé par ses deux 
facteurs , Nena, M en (3 ; le double indice , donné au 
coefficient T, indiquant la valeur de n, et la racine z, qui 
particularisent le terme que multiplie ce coefficient; le pre- 
mier sigma embrassant tous les entiers pairs, ou tous les 
entiers impairs, compris entre zéro et l'infini 5 le sigma su- 
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bordonné comprenant un nombre limité de termes, égal 
au degré d'une seule des quatre équations en z qui corres- 
pondent à chaque valeur de n. 



§ CCVII. 
THÉORÈME FONDAMENTAL. 

Dans le développement partiel ( 26) , quel qu'il soit parmi 
les huit, tous les groupes NM, ainsi que la fonction 4>, ont 
la même parité en a , et la même parité en (3 ; la propriété 
signalée à la fin du § 202 , est donc applicable à deux fac- 
teurs quelconques N et N', ou Met M', pris au hasard dans 
les termes du premier membre. De là résulte un théorème 
général, applicable aux huit développements partiels, et 
que l'on peut démontrer, sans spécifier celui d'entre eux 
que désigne l'équation (26). 

Soient NM et N'M', deux termes différents de la série (26) , 
n et n'y les valeurs de l'entier /z, z et z\ celles de la constante 
z qui leur correspondent ; les polynômes N, M , W, M', vé- 
rifieront les quatre équations différentielles 

^ = [«(» + ,)A'-(n-*»)»]IÏ, 

^=0'(«' + ,)A>-(i-M 2 )«']N', 



da. 

~dp 



= [(n-A')* — «(«+i)a;]m, 



^ = [(i + *'K-^K+i)a;]ms 

données par les deux premières (6), et d'où Ton conclut 
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facilement 

do? ci a? 

(i 4- /»)(*_ «') NN' — [«(« -f- i) — n' (/i'-h i)] À»NN\ 

[ w ( /7 - 4 . I )_^( w ' +I )]AîMM'---(i-f-/' 2 )(z--z , )MM'. 

Or si Ton multiplie respectivement # ces deux équations par 
rfa, d/3, et qu'on intègre entre les limites, o et ode a, 
o et n' de ]3 , les premiers membres, dont les intégrales in- 

définies sont N— N' — 1 ? ( M ~r^ —M' ,_ 

\ a« a a/ \ «p rfp 

nouissent aux limites, § 202, et Ton a 



dM x ,, 
> s eva- 



(»7) 



«/o 



•/o 

fer' 
AjMM'e/p. 
"" 

Si aucun des deux facteurs [w (rc -f- 1) — 72' (/j'-f-j) J f 
(s — z f ) , n'est nul, multipliant l'une par l'autre les deux 
équations (27), membre à membre, réunissant ensuite les 
deux intégrales doubles dans le même membre , et divi- 
sant par le produit (i+À*)[n (n-+-i) — n 1 (» ; -f-i)](s — *'), 
qui n'est pas nul par hypothèse, on aura 

I 1 (A?— A')MNM'N'r/arfj3 = o. 
Si //'(w'-f-i) = « (71+1), sans que (z — z) soit nul, 
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les équations (27) donnent 
d'où l'on conclut l'identité 



( 



\ NNVa. / AjMM'rfp— I MM'tfp. / A 2 NIS'c/a; 

o J O «/O t/O 



c'est-à-dire encore l'équation (28). Enfin , s'il peut arriver 
que ^=-s sans que [rc (ra -+-1) — n ' (ti -{- 1)] soit nul 
(c'est-à-dire que les équations en s, correspondant à des 
valeurs différentes de rc, aient des racines communes), les 
équations ( 27 ) donneront 

I A 2 NlYrfa=:o, j A]MM'd$ = o> 

o «/o 

d'où l'on conclut encore l'identité (29) , ou l'équation (28). 
Ainsi, excepté dans le cas où n'= w, et z' = z y à la 
fois, l'équation (28) a lieu. 

§ CCVI11. 

DÉVELOPPEMENT PARTIEL. 

Le théorème important (28) permet d'isoler chaque 

coefficient r^ n) du développement (26) : on multipliera cette 

équation (26) par le facteur (A* — A*) MN d<x dp , et inté- 
grant entre les limites o et o de a, o et xs f de (3, tous les 
termes du premier membre disparaîtront, d'après le théo- 
rème (28), à l'exception de celui qui correspond à l'entier // 
et à la racine z que Ton a choisis, et l'on aura 



(3o) if=J! 



f" J*%(a,p)(A; — A 2 )NMtf«rfp 
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Transportant aux facteurs N et M les indices de la con- 
stante, indiquant les variables et remplaçant a par 0, /3 par 
ty sous les intégrales définies, on aura 



rs 



"* M) [Aï (+)- A'(ô)] K, w (6) Mi"' (+) dO rf* 



r (»)_ ° ° 

S 



r B / O [A'W-A»(9)JN; < " ) (9)M; W (+)rf0rf4. 

O 

et avec cette valeur, la double série (26), mise sous la forme 



it=» *=* n * 



o,) *(«,p)=2 (2 r ! ,,B !"w M !"(w) 



H=0 *=£, 



donnera le développement de l'une quelconque des quatre 
parties de la fonction f (a, (3) ou ,/(a, j3) (23), à l'aide des 
fonctions inverses des transcendantes a et /3. Les facteurs 
N, M, de chaque terme de la série (3i) sont deux poly- 
nômes de degré n, composés de la même manière, le 
premier en (A, B, C), le second en ( A t , B l5 Cj ), sous l'une 
des formes (18), la même pour tous les termes. Le sigma 
principal embrasse tous les entiers pairs ou tous les entiers 
impairs compris entre zéro et l'infini. Les indices du sigma 
subordonné supposent que, pour chaque valeur de », les 
n f + i racines , toutes réelles , et rangées par ordre de 
grandeur, de la seule des quatre équations en z qui soit em- 
ployée, sont désignées par z , z u z t , £9,..., z n t-^À\s indi- 
quent que ce sigma comprend les n'-h 1 termes correspon- 
dants à ces racines; l'entier n' prend les huit valeurs 
n n — 1 n — 1 n — 2 n — 1 n — 2 n — 2 n — 3 

- ? f j 9 et ? ? > 5 

2222 2222 

quand la formule (3i) est successivement appliquée aux sé- 
ries partielles de f ( a, (3), et a celles de y (a, (3) (a3). 

§ CCIX. 

PREMIÈRE FORME DE LA SOLUTION. 
Si Ton désigne par R^y) le facteur en y de la fonction 
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isotherme qui a donné la partie variable de chaque terme 
du développement (3i), il faudra diviser le coefficient 

r^(3o) par R^(y«)j pour en déduire le coefficient du 

terme ayant les mêmes indices, dans celle des séries (20) à 
laquelle répond ce développement; terme qui contiendra 

en outre le facteur R^ (y). Autrement, si l'on donne à 
chaque terme du développement (3i), le nouveau facteur 

-?-r 5 on obtiendra une des huit séries partielles de 

*? (*) 

V ( 20) . Toutes ces séries seront donc complètement déter- 
minées, en prenant successivement pour 4>, sous les inté- 
grales doubles, les quatre valeurs { 25), exprimées par les f i} 
puis par les f t \ fonctions partielles dont la formation, à 
l'aide des fonctions données F et J , a été suffisamment in- 
diquée au § 206. 

§ CCX. 
SECONDE FORME DE LA SOLUTION. 

Cette première forme de la solution complète du pro- 
blème proposé a l'avantage de montrer de quelle manière se 
compose, avec les températures données, chacune des huit 
séries partielles de la fonction V (20) ; mais on peut don- 
ner à cette solution une seconde forme plus concise , et qui 
la rapproche de celle de la sphère. Les éléments des inté- 
grales doubles qui composent le coefficient I; (3o) sont 

des fonctions paires en a et en /3 ; on peut donc étendre les 
limites des deux intégrations de — u à -f-cy, de — zs f à 
-h à', ce qui ne fera que quadrupler à la fois le numérateur 
et le dénominateur. Alors on pourra ajouter à 4>, qui est une 
des quatre parties (25) de f ou de/, les trois autres parties 
de la même fonction 5 car elles disparaîtront d'elles-mêmes 

20 
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par la double intégration, comme n'ajoutant à l'élément 
que 4es fonctions impaires, soit en a , soit en /3, soit en a et 

en (3. De là résultera que le coefficient T[ K) aura la même 

forme pour les quatre développements partiels (a3) de la 
même fonction f (a, j3) on /(a, (3). On est ainsi conduit à 
la solution suivante : 

Conservant les lettres N, M pour désigner les facteurs des 
deux premières formes (18), soient représentés parX, 3R/ 
ceux des deux dernières, quelle que soit d'ailleurs la parité 
de l'entier tî; les développements (a3) s'écriront ainsi : 



ir=ao 



F(»,p) + a(«,p) = f K fr) = ^ (Jg^hm) , 



(32) 



M=0O 



F J!i ^ 3 ^^ / (a , p) = 2 (2sî" } **> 



n=o 



les valeurs générales des coefficients seront 



tr — -, 



f(a,^)(Aî— A 2 )WM^a€/p 

y 



i (à; — K})wwdoLd$ 

(33) { '"' 

f /(a, P)(A; — A>)3lWld*dp 



/ (A^ — A J ) ? 7Ç, 2 3ïWarfp 

Vt' J—13 



et, si l'on désigne par R et <&, les facteurs en y conjugués de 
ceux N et é)X» en * , M et 3Tt> en (3, la fonction cherchée V 
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prendra la forme 



n=oo 



M) v=2|>:-' lg*(WW+28, w ^^(P)*(.)l 



n=o 



où les deux sigmas subordonnas se partagent les 2»-fi 
fonctions isothermes, correspondant à toute valeur de n\ 
chacun d'eux employant les racines de deux des quatre 
équations en z, 

S eexi. 

NOUVELLE SOLUTION POUK LA SPHÈRE. 

Dans l'exemple IV, qui concerne la sphère, si les tem- 
pératures fixes de la surface étaient données par une fonc- 
tion compliquée de la longitude et de la latitude, et au 
contraire par une fonction simple des coordonnées (a, |3) 
du système général défini au § 103 , il serait préférable 
d'exprimer la température V dans ce même système. Cette 
nouvelle forme de la solution pour la sphère se déduit de 
celle (34) pour l'ellipsoïde à trois axes, en remplaçant les 

facteurs en y par ( - ) >ce qui donne immédiatement 



?!=<» 



(35) V=£ [2G ( ;>N(a)M(p) +2ç, ( "'^(«WJij] (£)"; 



«=0 



d'après le procédé de transformation tant de fois employé 
et que trace le § 103. ^ 

En réalité, le groupe [(32), (33)] donne uneWnfinité 
de développements différents, qui appartiennent respec- 
tivement à toutes les valeurs possibles du module k. La 
série V (34) est exclusivement fondée sur celui de ces déve- 
loppements qui correspond à l'ellipsoïde considéré. Mais la 



20. 
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série V (35) peut les employer tous successivement ; et s'il 
s'agit de la même sphère, des mêmes températures fixes à 
sa surface, données par des fonctions f et/ différant avec le 
module ou avec le système des fonctions inverses, l'identité 
nécessaire de toutes ces expressions de V exige que la paren- 
thèse qui multiplie ( - ) >ait identiquement la même valeur 

dans toutes les séries. Ce qui conduit à des relations entre 
les fonctions isothermes des divers systèmes ellipsoïdaux; 
relations que la sphère, ou l'asymptote commune à tous ces 
systèmes , devait et pouvait seule établir. 
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VINGTIÈME LEÇON. 

Propriétés de la solution trouvée pour le cas de l'ellipsoïde à trois axes. — 
Surfaces isothermes algébriques. — Classement des développements en 
séries. — Questions relatives aux fonctions isothermes du système ellip- 
soïdal. 



§ CCXII. 

PROPRIÉTÉS CARACTÉRISTIQUES. 

L'objet de cette dernière leçon est de signaler les pro- 
priétés caractéristiques et distinctives des développements 
en séries appartenant au système ellipsoïdal . Voici d'abord 
la plus remarquable. 

Si Ton rapproche les formules (20) du § 167, qui expri- 
ment les coefficients généraux des développements en sé- 
ries, relatifs à la sphère et aux ellipsoïdes de révolution, 
des formules (33) du § 210, qui donnent les coefficients des 
séries relatives à l'ellipsoïde à trois axes ; on remarque que 
dans les premières le dénominateur est le produit de deux 
intégrales définies simples, qui sont cty, c'est-à-dire 7r ou 

-> et p^ dont la valeur (3i), §171, est un produit de frac- 

tions numériques 5 que dans les secondes le dénominateur 
est exprimé par une intégrale définie double, qui n'est pas 
le produit de deux intégrales définies simples. Tout porte- 
rait à penser que l'intégrale double, dont il s'agit, doit s'ex- 
primer à l'aide des deux nombres xs et n', au lieu de 7r. Or 
il n'en est pas ainsi ; car, comme on va le voir, le nouveau 
dénominateur n'introduit aucun nouveau nombre trans- 
cendant : il est définitivement égal à rc , multiplié par une 
fonction rationnelle et entière du module k et d'une des ra- 
cines z. Cette forme imprévue, ce retour inespéré au seul 
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nombre tt, celte espèce de refus d'amener de nouvelles 
complications, constituent le caractère le plus important 
de la solution générale qui nous occupe. 

§ CCXIII. 
FORMULES DE RÉDUCTION IDENTIQUES. 
Soit proposé d'évaluer l'intégrale définie double 

•/o Jo 

dans laquelle X et Xi sont des polynômes identiques, l'un 
en À*, l'autre en ÀJ. Le produit A Ai À* est une fonction 
isotherme du système ellipsoïdal, laquelle correspond à 
h = i et à la racine s ==i ; substituant ces valeurs de n et z r 
et remplaçant N par A , M par Ai dans les premières for- 
mules du § 207, il vient 

(2) { 

^p = (!-+-*«) A, -s A»", 

équations différentielles dont l'établissement direct est 
d'ailleurs facile. Maintenant, tétant un entier positif quel- 
conque, multiplions respectivement les équations (a) par 

A 2l+1 d<Xj et par A* I_H dfi) intégrons entre les limites, o 

et u de a , et o et t&' de |3 5 les premiers membres seront , a 
l'aide de l'intégration par parties , 
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Or on a , d'après les tableaux (5) et (6) du § 37, 

,^r= BC ' fc )=*-<« + *)* + *■, 

(4) { 

d'où il suit que les parties intégrées des expressions (3) 
s'évanouissent aux limites des intégrations : la première, 

pour a = o par A , et pour a = tr par B facteur de I — - ) ; 

la seconde, pour |3 = o par B,, et pour |3 = o ; par C l9 tous 

deux facteurs de-r^» Substituant alors sous les intégrales 

d ? 

définies (3) les valeurs (4) des carrés des dérivées; égalant 
aux intégrales des seconds membres (a) , et réunissant, on 
a, entre o et xs pour a , entre o et vs* pour |3 , 

(5) 

formules de réduction identiques. 



§ CCXIV. 
FORMULES GÉNÉRALES D'INTÉGRATION. 



Avec ces formules (5), si l'on pose 



(6) 
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on aura d'abord, pour i = o, 



x 

X 






w A;rfp=|(i-h^).«'-^ > .o / , 



pais, faisant successivement i = i, 2, 3,..., et substituant 
à chaque fois, dans les seconds membres, les résultats pré- 
cédemment obtenus , on arrivera toujours à des couples de 
valeurs ayant la forme 

À'' da = g.u — /i.ct, 

(7) l , - 

I A' y </p = g.«'— A.cr', 

où, Fentier j étant le même dans les deux équations, g et & 
seront les mêmes fonctions entières de k*. 

Par ce premier théorème, et d'après l'identité de forme 
des polynômes <A> et Jl ft , on aura 

XCT 
X */a = G . *> — H . d , 

Jo 

car les premiers membres seront des sommes identiques, ou 
avec les mêmes coefficients , d'une suite d'intégrales défi- 
nies des formes conjuguées (7) ; et G, H seront les mêmes 
fonctions de k* et des coefficients des (Jk, X 4 ) 7 dans les deux 
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équations (8). On aura pareillement 

j Ajj^p^Ç.co'- £.<*'; 

Ç et 5 étant d'autres fonctions entières de k* et des coeffi- 
cients des (X, Xi), qui seront encore les mêmes dans ces 
deux équations (9). 

§ ccxv. 

DISPARITION DES NOMBRES TRANSCENDANTS. 

Or, si l'on retranche du produit de la seconde (9) par 
la première (8), le produit de la seconde (8) par la pre- 
mière (9) , il vient 

f f (a; — A>)Aju,rf«rfp = (5G — çh)(û/o — »*'), 

«/o */o 
et puisque 

o/b — «©'= I / (A? — A>)rf«rfp = -» 

d'après le § 104, on peut écrire plus simplement 

(10) I / (A? — A 2 )JUX,rfarfp = 7r.r, 

•/o «/ o 

r étant une fonction entière de k % et des coefficients des 
polynômes (JU, Xj). 

Sous les intégrales doubles qui servent de dénominateurs 
aux valeurs ( 33 ) du § 210 , les produits N f M% W>* SU 1 ont, 
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dans tous les cas , la forme supposée du produit XX, . Donc 
chacun de ces dénominateurs sera T d'après la formule (10), 
le produit de 7r par une fonction entière du module k et 

d'une racine z< Cest ce qu'il fallait démontrer. 

Ainsi, par la double intégration et par la forme du facteur 
(Aj — A f ) dad/3, le dénominateur du coefficient général, 
dans le développement en série appartenant au système 
ellipsoïdal , se trouve dégagé , non-seulement des nombres 
transcendants xs et ©', mais aussi des autres nombres w et 
co' (6), qui appartiennent aux transcendantes elliptiques de 
seconde espèce. Fait analytique très-digne d'être signalé, et 
qui pourrait, à lui seul, expliquer la forme essentielle (le la 
solution trouvée. 

§ CCXVL 

LIMITES DES COORDONNÉES (a, p,- 7 ). 

Le but principal des dernières leçons était de constater 
que les fonctions inverses (A t , B l9 Q) jouissent de la pro- 
priété de composer des séries capables de représenter des 
fonctions données, aussi bien que les sinus et cosinus. Ce 
but est atteint et même dépassé, car il eût suffi d'établir 
une seule de ces séries nouvelles. On pouvait supposer, par 
exemple , que les températures fixes à la surface de l'ellip- 
soïde étaient distribuées symétriquement, et de la même 
manière, sur les huit triangles curvilignes découpés par les 
plans orthogonaux des sections principales. Ce qui eût ré- 
duit la fonction V (20) du § 204 à sa première série par- 
tielle, et le développement (3 1 ) du § 208 à celui de la fonction, 
paire en a et en (3, représentant à elle seule toutes les tem- 
pératures données. Mais en restreignant ainsi la question 
posée dans le dernier exemple, comme dans le troisième 
concernant le prisme rectangle, on passait sous silence une 
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circonstance remarquable que présente l'emploi des coor- 
données thermométriques (a, /3, y). 

Quand il s'agit de la sphère ou des ellipsoïdes de révolu- 
tion, en faisant varier l'angle azimutal des plans méridiens 
de o à i it , et [i de — i à -h i , on atteint tous les points de 
la surface du corps sans faire intervenir la troisième coor- 
donnée. Quand il s'agit de l'ellipsoïde à trois axes , les li- 
mites naturelles des coordonnées, qui suffisent pour assigner 
tous les points de l'espace , sont — u et 4- u pour a , — o 7 
et -f- u f pour /3, — xs et -h xs pour y. Faut - il troubler 
cette symétrie, qui s'accorde si bien avec celle des fonctions 
inverses et celle des fonctions isothermes, afin de pouvoir 
représenter tous les points de la surface du corps à l'aide 
de deux coordonnées seulement, en faisant varier a de o à 
4 xs et (3 de — xsf à -+- w 7 , ou bien a de — xs à -f- car et (3 de o 
à 4 xs r , et n'admettant que des valeurs positives de y? Alors 
lequel choisir des paramètres a et )3 pour l'assimiler à la 
longitude? 

11 était utile de montrer comment on évite ce trouble et 
ce choix embarrassant : les §§ 205 et 206 développent la 
méthode qu'il faut employer pour cela. Il est d'ailleurs évi- 
dent que si l'on adoptait une autre méthode ou d'autres 
limites des variables, lors des doubles intégrations, les va- 
leurs numériques des coefficients seraient identiquement les 
mêmes ; car, quel qu'il soit, le procédé d'élimination qu'on 
emploie pour isoler chaque coefficient ne peut altérer la 
seule fonction V qui remplira toutes les conditions impo- 
sées. 

Si Ton considère les variables dans cette fonction même, on 
remarque d'abord que la valeur absolue de y, paramètre des 
ellipsoïdes isothermes , ne peut dépasser y qui appartient à 
la surface du corps , autrement la série V deviendrait diver- 
gente. Quant aux paramètres a et ]3, ils n'ont pas de limites. 
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nécessaires*, mais s'il arrive qu'une suite de valeurs don- 
nées à l'une de ces deux variables répondent au même 
point du solide , il faut que la fonction V soit la même pour 
toutes. Or le système des coordonnés thermométriques 
(a , (3, y) est tel, qu'on revient aux mêmes points en aug- 
mentant a de 4 œ ou |3 de 4 gî 7 , on pouvait donc prévoir que 
ces variables n'entreraient dans V que sous les fonctions in- 
verses (A, B, C), (Ai, B 19 Ci). 



§ CCXVII. 

SURFACES ISOTHERMES ALGÉBRIQUES. 

Les surfaces isothermes , que Ton obtient en égalant à des 
constantes les a n -+- i fonctions isothermes de degré n du 
système ellipsoïdal, sont toutes des surfaces algébriques. En 
effet, les formules de transformation (3) , § 81, donnent 

AA|Aj = — ? 
c 

C 

CC| C» = — > 

c 

et les A] étant les trois racines de l'équation 

+ TÎ =*V 



a; a? — a* ' a; — i 



qui est, en la développant 



+ ( f ., (<- l -*')*'+r+*-' , \ 4 ._ ii£ 



r 2 / « c* 



= o> 
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on a les relations connues 

a»4-a; + a; = i + x a -f- ^ > 
(i.) 1 a; A ;-hAî a^a^a; = ^ (1 + »)*+**+»*, 

■ r 2 

a j aîa; = 



c* ' 



d'où résulte, comme l'on sait, que toute fonction symé- 
trique ^de (A*, AJ , A,) sera exprimable algébriquement 
à l'aide des seconds membres des équations précédentes. 

Or, en supprimant les facteurs constants, les quatre 
formes (17), § 198, des fonctions isothermes du système 
ellipsoïdal, exprimées en (x,^, z), seront, d'après les rela- 
tions (11) : la première une fonction ^, multipliée para: 
si n est impair, par l'unité s'il est pair ; la seconde une fonc- 
tion cf, multipliée par xy si n est pair, par y seul s'il est 
impair*, la troisième une fonction ^, multipliée par xz si n 
est pair, par z seul s'il est impair \ enfin, la quatrième une 
fonction «? multipliée par xyz si n est impair, par j-z seule- 
ment s'il est pair. Toutes ces fonctions isothermes seront 
donc algébriques en (x^y^ s), et de plus rationnelles et 
entières. 

Ainsi , dans le système des coordonnées ellipsoïdales et 
thermométriques (a, /3, y), qui sont transcendantes, les 
fonctions isothermes s'expriment algébriquement 5 et, dans 
le système des coordonnées rectilignes et thermométriques 
(X)jr,z), qui sont algébriques , les fonctions isothermes 
sont transcendantes. Cette réciprocité n'est-elle que cu- 
rieuse ? Ne serait-elle pas l'indice d'une loi générale ? Quoi 
qu'il en soit, elle sépare très-nettement les développements 
en séries appartenant aux systèmes ellipsoïdaux, y compris 
la sphère et les ellipsoïdes de révolution, de ceux qui con- 
cernent le prisme rectangle, et les polyèdres en général. 
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§ CCXVIII. 

CLASSES DES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE. 

Il existe une autre différence caractéristique, entre ces 
deux classes de développements en séries. Dans celle qui 
provient du prisme rectangle , il n'y a réellement que des 
développements simples ou d'une seule variable, qui, par 
leur superposition, soit successive dans un ordre indiffé- 
rent, soit simultanée, conduisent aux développements des 
fonctions de plusieurs variables, comme on l'a vu dans 
l'exemple III. Le théorème fondamental (9), § 155, qui suf- 
fi ta tous, consiste en ce que, X et X ; étant des facteurs 
d'une seule variable, pris dans deux fonctions isothermes 
différentes, leur produit, multiplié par la aifférentielle de 
la variable, ou par l'élément linéaire, puis intégré entre 
les limites de cette variable, donne une intégrale définie 
simple , qui est identiquement nulle. 

Dans la classe provenant de l'ellipsoïde à trois axes, les 
développements sont essentiellement à deux variables a 
et/3. Le théorème fondamental consiste en ce que, NM et 
N' M' étant les produits partiels des facteurs en a et en (3, pris 
dans deux fonctions isothermes différentes , leur produit to- 
tal, multiplié par (ÀJ — A 8 ) da d$ , ou par l'élément de 
surface de la sphère de rayon 1, § 104 , puis intégré entre 
les limites des deux variables, donne une intégrale définie 
double, qui est identiquement nulle. 

§ CCXIX. 

EXCEPTION RELATIVE AU SYSTÈME SPHÉRIQUE. 

Les cas extrêmes de la sphère et des ellipsoïdes de révolu- 
tion font exception. Les développements en séries qui en 
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proviennent ne sont que la superposition du développement 
simple dû au prisme rectangle, qu'introduit la famille iso- 
therme des plans méridiens , et du développement , simple 

aussi, en série des fonctions P, (fx). Pour ce dernier, le 

théorème fondamental consiste en ce que , P et P' étant deux 
facteurs en (jl seul , pris dans deux fonctions isothermes dif- 
férentes, mais correspondant au même entier /, leur produit, 
multiplié par dp, puis intégré de — i à -hi, donne une 
intégrale définie simple, qui est identiquement nulle. 

H faut remarquer que cette superposition , quand elle est 
successive, doit se faire nécessairement dans Tordre de 
l'exemple IV. On ne pourrait pas finir par le développement 
en cos ty et en sin Ity et commencer par le développement 

en PJ b) ((à) -, à moins que le nombre / ne fût nul , mais alors 

la fonction à développer n'aurait d'autre variable que /x. IL 
serait au contraire impossible de développer cette fonction , 
si elle ne contenait d'autre variable que l'angle azimutal 
des plans méridiens. 

Quand la superposition est simultanée , le théorème fon- 
damental est celui-ci : les produits partiels P, (fx) Q (/<{/) , 

Pj** (p.) Q(l f ty), différant par l'un des indices /et ra, ou 

par lesdeuxà la fois, leur produit total, multiplié parrf/xrf^, 
ou par l'élément de surface de la sphère de rayon i, puis 
intégré entre les limites de tt et de ty , donne une intégrale 
double, qui est identiquement nulle. C'est exactement la 
loi du système ellipsoïdal. 

Ainsi, pour isoler le coefficient général de la double série, 
si l'on emploie la superposition successive, l'ordre de suc- 
cession n'est pas indifférent , comme dans le système des 
coordonnées rectilignes; et si Ton emploie la superposition 
simultanée, c'est comme si l'on appliquait la méthode de 
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F ellipsoïde à trois axes. L'exception est donc fort incom- 
plète, et Ton peut dire que les développements en séries, 
provenant de la sphère et des ellipsoïdes de révolution , ap- 
partiennent beaucoup plus à la seconde classe qu'à la pre- 
mière. On reconnaît facilement que la méthode d'élimi- 
nation, si fréquemment employée par Laplace dans la 
Mécanique céleste, se ramène à celle de la superposition 
simultanée. 

§ ccxx 

QUESTIONS SUR LES FONCTIONS ISOTHERMES. 

Les fonctions isothermes du système ellipsoïdal pour- 
raient-elles s'exprimer par les produits des fonctions in- 
verses de certains multiples des transcendantes (a, |3,y), 
appartenant au module A* ou à un autre, avec ou sans addi- 
tion de compléments constants? Cette question a été agitée 
par plusieurs géomètres et entre autres par Jaeobi. Diverses 
observations paraissent conduire à une réponse négative; 
telles sont les deux suivantes : 

I. Si la forme présumée existait, elle se retrouverait 
dans les deux systèmes des ellipsoïdes de révolution et dans 
le système sphérique *, le facteur relatif à l'angle azimutal 

a , il est vrai , la forme cherchée 5 mais la fonction 9^ de 

l'ellipsoïde planétaire, Pj. de l'ellipsoïde ovaire, ou P (jx) 

de la sphère , ne Ta pas et ne saurait la prendre : car cette 
fonction n'est pas égale généralement au sinus ou au cosi- 
nus d'un multiple de la latitude. 

II. Si tout facteur des fonctions isothermes de l'ellip- 
soïde était une fonction inverse, appartenant au module k 
ou à un autre, de la transcendante multipliée par un nombre 
constant, les solutions générales des problèmes de la mul- 
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tipliçation et de la transformation des transcendantes ellip- 
tiques , montrent que ce facteur ne pourrait s'exprimer à 
l'aide des (A», B,, Q) que par une fraction algébrique; et 
les facteurs qu'il s'agit d'interpréter sont essentiellement 
dépourvus de tout dénominateur variable. 

Tout porte donc à considérer les fonctions isothermes du 
système ellipsoïdal, et leurs facteurs, comme des fonctions 
nouvelles, ou différant de celles qui ont été découvertes et 
étudiées par Jacobi. Quoi qu'il en soit, ces fonctions sont 
clairement établies par le problème de physique mathéma- 
tique qui les a signalées, et dont elles expriment la solution. 
Cette origine même est leur définition physique. On recon- 
naît aussi leur définition géométrique dans le nombre infini 
de familles de surfaces isothermes algébriques , dont elles 
assignent les formes et les propriétés. Ont-elles encore une 
troisième définition", appartenant à la théorie pure des 
transcendantes elliptiques? Question épineuse et difficile, 
que le digne émule d'Abel et de Jacobi , dans la découverte 
des lois analytiques qui régissent les fonctions inverses, 
pourrait seul résoudre. 
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